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Forord

Denne indfgring i den specielle relativitetsteori er i udgangspunktet baseret pa Kapitel 8
og 9 i Ole Knudsens og Olaf Pedersens Lerebog i mekanik. Andenudgaven fra 2003 var i
forhold til fgrsteudgaven fra 2002 omstruktureret og pa visse omrader omskrevet. Specielt
gjaldt dette Kapitel 6, hvor filosofien sendredes til at benytte bevarelsen af 4-impuls som
udgangspunkt for den relativistiske mekanik. Femteudgaven fra 2005 var udvidet med
et stort antal opgaver, hvoraf en del er gennemregnede. Syvende udgave tjente, som
sjetteudgaven, forst og fremmest til at korrigere diverse smafejl. Derudover sendredes
notationen saledes, at 3-vektorer nu angives med en pil, altsa f.eks. @, mens 4-vektorer
blot angives med fed type, f.eks. U. I denne ottende udgave er et par diskussioner udvidet
og diverse smafejl korrigeret.

Mogens Dam
Kgbenhavn
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1 Fra det Newtonske til det specielle
relativitetsprincip

1.1 Relativitet

Kernen i Einsteins specielle relativitetsteori fra 1905 er, at den, sammen med hans ge-
nerelle relativitetsteori fra 1915, grundleegger den moderne fysiks teorier for rum og tid.
Dette indebaerer en aflgsning af de Newtonske begreber absolut rum og absolut tid.

Idet samtlige fysiske processer udfolder sig i rum og tid, ma fysikkens love til enhver
tid veere i overensstemmelse med de radende teorier for disse grundlaeggende begreber.
Safremt man saledes udskifter teorierne for rum og tid, ma man ngdvendigvis tilpasse
de fysiske love i overensstemmelse hermed. Denne proces gav ophav til udviklingen af
den “relativistiske fysik”, som har medfgrt bemaerkelsesvaerdige forudsigelser (sasom at
masse og energi er &ekvivalente stgrrelser), men som ikke desto mindre i overvaeldende
grad er blevet bekraftet eksperimentelt.

I fysikken henviste ordet relativitet oprindeligt til opgivelsen af begrebet absolut rum,
som havde veeret et efterstreebt mal lige siden Newtons dage. For skgnt den klassiske
mekanik i sig selv ikke tillader pavisning af “absolut hvile” og derfor advokerer et relativt
rumbegreb, haevdede Newton eksistensen af et seerligt absolut rum som den primzere
scene for sin mekanik. Efter fremkomsten af Maxwells teori for elektromagnetismen for-
klaredes lyset i slutningen af det 19. arhundrede som en udbredelse af bglger i den igvrigt
uiagttagelige eter. Det var da muligt at definere et absolut rum; nemlig det, der var i
hvile i forhold til seteren. Med fremszettelsen af det specielle relativitetsprincip, som om-
fatter alle fysiske feenomener overhovedet, gjorde Einstein i 1905 endegyldigt op med
ideen om et absolut rum. Som et overraskende men uundgaelig biprodukt ledte prin-
cippet samtidigt til, at man matte opgive det for den Newtonske teori grundlaeggende
begreb absolut tid.

1.2 Newtons bevaegelseslove og inertialsystemer

Grundleeggende for den klassiske mekanik er Newtons tre bevagelseslove, af hvilke den
forste (inertiens lov) kan opfattes som et specialtilfzelde af den anden:

Newtons 1. lov: Et legeme, som ikke pavirkes af nogen kraft, bevaeger sig med konstant
hastighed

— — d_*
F=0 = 4= d—:; = konstant, (1.1)
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hvor  er legemets stedvektor.

Newtons 2. lov: Et legemes acceleration, @ = d#/dt, er proportional med kraften, ﬁ,
der virker pa legemet,

= du

F=m— 1.2
ms, (12)

hvor proportionalitetskonstanten m er legemets inertielle masse.

Newtons 3. lov: Hvis et legeme A pavirker et legeme B med en kraft ﬁAB, sa vil B
pavirke A med kraften F'ga, som er modsatrettet og af samme styrke:

ﬁBA = —ﬁAB- (1.3)

Ved anvendelsen af fysiske lovmaessigheder fastleegger man oftest et koordinatsystem,
i forhold til hvilket man kan bestemme fysiske stgrrelser sa som position, hastighed,
elektrisk felt, etc. Da man ikke kan male en partikels stedvektor i forhold til et abstrakt
matematisk punkt, men kun dens afstand fra et eller flere materielle legemer, kan et
koordinatsystem kun fastleegges ved at referere til et eller andet materielt objekt. Et sa-
dant stift referencelegeme og dens logiske udvidelse kaldes i fysikken et referencesystem.
Som et eksempel definerer Jorden et referencesystem i hele Universet. Til ethvert refe-
rencesystem kan vi knytte et retvinklet koordinatsystem pa mange mader ved at veelge
tre indbyrdes ortogonale planer og male et punkts koordinater x, y, z som afstandene
til disse planer. Dette forudssetter selvsagt at rummets geometri er Euklidisk! — en an-
tagelse, som regnedes for indlysende indtil fremkomsten af den generelle relativitetsteori
i 1915! Yderligere ma tiden, ¢, veere defineret i hele rummet, idet den indgar i de fysiske
love. I den Newtonske teori, hvor tidens gang er ngje sammenknyttet med den fgrste lov
(frie partikler tilbageleegger lige store afstande i lige lange tidsrum) er tiden absolut og
tikker af sted med samme rate overalt i Universet. Kun valget af enheder og nulpunkt
kan veelges frit fra referencesystem til referencesystem.

Et referencesystem, i hvilket Newtons fgrst lov geelder, kaldes et inertialsystem. Sa-
danne systemer foretraekkes ofte, idet, som det vil fremga af det fglgende, alle Newtons
love heri har gyldighed.

I praksis er det vanskeligt at finde perfekte inertialsystemer i vores verden. Hvis vi f.eks.
placerer et referencesystem pa Jorden, ma vi tage Jordens rotation i betragtning. Referen-
cesystemet roterer altsa og er dermed ikke noget inertialsystem. I sddanne ikke-inertielle
referencesystemer vil frie partikler udfgre accelererede bevaegelser. I den Newtonske dy-
namik siges den accelererede bevaegelse af frie partikler i et roterende referencesystem at

!En Euklidisk geometri er essentielt en geometri hvori den Pythagoraeiske lzeressetning geelder. I et
2-dimensionalt plan er laengden Ar af et vilkarligt linie-segment dermed givet ved (Ar)? = (Az)? +
(Ay)?, hvor Az og Ay er koordinatdifferencerne i et vilkarligt retvinklet koordinatsystem i planet.
Dette er sandt for flade overflader (f.eks. stuegulvet) men ikke for krumme overflader (f.eks. overfladen
pa en ballon). T det 3-dimensionale rum geelder tilsvarende sammenhzengen (Ar)? = (Ax)? 4 (Ay)® +
(Az)? i det Euklidiske tilfaelde. Modssetningen hertil er et “krumt” rum, hvor man i analogi til det
2-dimensionale tilfezelde ma (forspge at) forestille sig, at rummet krummer i en ny, fjerde dimension.



1.3 Galilei-transformationen

/ /
YA S Yy A 5 Begivenhed
> U E (l’, Y, z, t)
’Ut LU, (217/, y/u Zl? t/)
| l .
€T /
z Z/

Figur 1.1: En begivenhed betragtes fra to referencesystemer i standardkonfigurationen.

veere forarsaget af centrifugalkraften og Coriolis-kraften. Sadanne kraefter, som forsvin-
der ved transformation til et inertialsystem, kaldes fiktive kraefter. Vi vil i det folgende
se bort fra sadanne komplikationer og antage, at perfekte inertialsystemer eksisterer.

1.3 Galilei-transformationen

Lad os betragte to referencesystemer S og S’, som bevaeger sig med en jeevn, retliniet
hastighed v i forhold til hinanden. Der benyttes identiske enheder for leengde og tid i
de to systemer. De to koordinatsystemer orienteres saledes i forhold til deres indbyrdes
bevaegelse, at begyndelsespunktet i S’ beveeger sig langs den positive x-akse i S; at -
og x'-akserne er sammenfaldende; og at y- og y'-akserne og dermed ligeledes z- og /-
akserne til stadighed er parallelle. Yderligere nulstilles urene, saledes at t = ¢’ = 0, idet
de to systemer er sammenfaldende. To systemer indrettet pa denne made siges at veere
i standardkonfiguration (Figur 1.1).

Antager vi nu, at en begivenhed (sa som udsendelsen af et lysglimt fra en pzere eller
sammenstgdet mellem to punktformede partikler) har koordinaterne (z, y, z, t) i S og
(@', ¢, 2/, t') 19, sa er det klassiske (og intuitive) forhold mellem disse to koordinatseet
givet ved Galilei-transformationen

(1.4)

hvor v er hastigheden af S’ i forhold til S. Rigtigheden af dette indses umiddelbart ved
at betragte Figur 1.1, idet afstanden mellem de to begyndelsespunkter er vt. Det ses, at
antagelsen om absolut tid er indeholdt i Galilei-transformationen: Tiden i de to systemer
er identisk uafhaengigt af disses indbyrdes beveaegelse.

standard-
konfiguration

begivenhed
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Ved at differentiere venstresiderne af (1.4) med hensyn til ¢ og hgjresiderne med hen-
syn til ¢ far vi umiddelbart de klassiske hastighedstransformationer, som sammenknytter
hastighedskomponenterne for en partikel i bevaegelse i S med dem i S’

/

Uy = Uy — U,
/ j—

ul) = u, (1.5)
!/

uz = uZ?

hvor (ug, uy, u,) = (dv/dt, dy/dt, dz/dt) og (uy, uy, u}) = (d2'/dt’, dy'/dt’, d2'/dt’).
Sammensaetning af parallelle hastigheder foregar altsa ved simple addition: Hvis man
f.eks. gar fremad i et tog med 5 km/t (u}), og toget korer 80 km/t (v), vil man beveege
sig med 85 km/t (uy) i forhold til banelegemet. I den specielle relativitetsteori vil dette
ikke leengere veere tilfaeldet.

Ved at differentiere endnu engang, fas transformationsreglerne for accelerationen

!/
a’ﬂ? = a’{L‘7

[

ay, = ay, (1.6)
!/

az = a’Z?

hvor a), = dul,/dt’ etc. Accelerationen er altsa den samme i de to systemer: Vi siger, at
accelerationen er invariant over for Galilei-transformationen.

Ved benyttelse af vektor-notation tager de ovennaevnte sammenhsenge den mere kon-
cise form

—/ — —

r =T — U,
/

=/ —

a = a,

hvor 7, @ og @ er henholdsvis positions-, hastigheds- og accelerations-vektorene i S, de
maerkede symboler er de tilsvarende stgrrelser i S’, og ¥ er hastigheden af S’ relativ til S.

Indskud 1.1 Invariant og invarians

En invariant er noget, der er uzendret under en transformation. Egenskaben at vaere en
invariant kaldes invarians. Se Appendiks A for en mere omfattende diskussion af begrebet
invarians i den specielle relativitetsteori.

1.4 Det Newtonske relativitetsprincip

Vi har set, at et inertialsystem er et referencesystem, i hvilket inertiens lov geelder. Antag
nu, at systemet S pa Figur 1.1 er et inertialsystem, saledes at alle frie partikler heri
beveeger sig jeevnt og retliniet. Idet, ifglge (1.5), konstante hastigheder i S transformerer
over i konstante hastigheder i S’, indser vi, at alle frie partikler ligeledes vil bevacge sig
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jeevnt og retliniet i §’, som derfor ogsa vil veere et inertialsystem. Modsat indser vi, at
kun systemer der bevaeger sig jeevnt og retliniet i forhold til S kan veere inertialsystemer.
Thi alle faste punkter i ethvert inertialsystem er potentielt frie partikler og mé derfor
bevaege sig jeevnt og retliniet i forhold til S. Og alle punkter i et givet referencesystem ma
abenbart bevaege sig med samme hastighed i forhold til S, idet systemet ellers ikke kan
veere stift. Gruppen af alle inertialsystemer bestar altsa af samtlige referencesystemer,
der bevaeger sig jeevnt og retliniet i forhold til et givet inertialsystem, f.eks. det absolutte
rum, skulle et sadant eksistere.

Fra invariansen af accelerationen, (1.7)(ii), ser vi, at alt vi behgver for at Newtons
love skal veere invariante mellem inertialsystemer er aksiomer, som udsiger, at (7) massen
er invariant, m’ = m, og (i) enhver kraft er invariant, F =F. Begge disse antagelser er
indeholdt i Newtons teorier. Den resulterende egenskab ved den Newtonske mekanik, at
den er gyldig i ethvert inertialsystem, kaldes det Newtonske (eller den klassiske mekaniks)
relativitetsprincip. Den kan sammenfattes pa folgende made:

Det er ikke muligt pa grundlag af mekaniske faenomener at skelne mellem
inertialsystemer eller at udpege et seerligt udmaeerket inertialsystem.

Newton var, som Galilei fgr ham, dybt imponeret over dette resultat. Den klassi-
ske mekaniks relativitetsprincip er selviglgelig en forudssetning for, at vi kan anvende
Newtons love pa fysiske faenomener i vor dagligdag, selvom Jorden bevaeger sig med stor
hastighed gennem rummet. Galilei havde observeret det mere beskedne forhold, at pa et
skib udfolder alle mekaniske feenomener sig pa samme made uafhengig af, om skibet er
i hvile, eller om det bevaeger sig med jeevn hastighed gennem stille vand. I dag har vi
personlige erfaringer med denne lighed, hver gang vi f.eks. foretager en tog- eller flyrejse.
Omvendt tjener nu selvfglgelig enhver manifestation af det Newtonske relativitetsprincip
til styrkelsen af den antagede invarians af masse og kraft, pa hvilken den bygger.

Det store spgrgsmal er nu, hvorvidt relativiteten af den Newtonske mekanik er et
simpelt lykketreef, eller om den afspejler en dyb sandhed om Naturen. Hvis det sidste
er tilfeeldet, er det sandsynligt, at et udvidet relativitetsprincip vil veere gaeldende pa
omrader udover mekanikken.

1.5 /AEteren

Vi skal nu se pa, hvorvidt, og i givet fald hvordan, man kunne teenke sig blandt alle
inertialsystemer at udpege et seerligt, som tilsvarer det absolutte rum. Det synes, at
have vaeret Descartes (1596-1650), som forst indfgrte ideen om en allestedsneervaerende
@ter, som udbredelsesmedium for ellers uforklarlige vekselvirkninger. Legemer, som er i
indbyrdes fysisk kontakt, kan skubbe til hinanden, men det kraevede en &ter at formidle
kraften mellem en magnet og sgmmet den tiltraekker, eller mellem Manen og tidevandene.
En generation senere legede Newton med ideen om en ater til at forklare tyngdekraften.
For Newtons samtidige, sa som Hooke og Huyghens, var scterens vigtigste rolle at veere
baerer af lysbglger. De forestillede sig lyset som svingninger i en elastisk lyseter, pa

Det Newtonske
relativitetsprincip
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samme made som lydbglger er svingninger i luften. Lysaeteren udviklede sig til at veere
en hovedhjgrnesten i den elektromagnetiske teori, som den udvikledes af Maxwell (1831
1879), og blev et sandsynligt pejlemaerke for det absolutte rum.

I Maxwells elektromagnetiske teori optraeder en konstant, ¢, med enheder som en has-
tighed. Denne konstant var oprindeligt defineret ved forholdet mellem den elektrostatiske
og den elektrodynamiske enhedsladning og kan bestemmes gennem simple laboratoriefor-
sgg, som involverer ladninger og stréomme. Yderligere forudsagde teorien, at sendringer i
det elektromagnetiske felt i vakuum udbreder sig med denne hastighed ¢. Den forudsagde
med andre ord eksistensen af elektromagnetiske bglger. Det overraskende var, at hastig-
heden ¢ var preecist ssmmenfaldende med den kendte lyshastighed. Dette fik Maxwell til
at formode, at lys matte veere elektromagnetiske bglger. Som barer for sadanne bglger,
genoplivede Maxwell den gamle aeterteori, og ¢ tolkedes herefter som udbredelseshastig-
heden af elektromagnetiske bglger ¢ forhold til eteren. Det var da muligt at definere et
seerligt absolut inertialsystem, nemlig det, der var i hvile i forhold til seteren, og dette
system identificerede man derfor med Newtons absolutte rum. Det absolutte rum skulle
som folge heraf kunne udpeges gennem studiet af elektromagnetiske feenomener, altsa
fgrst og fremmest gennem studiet af lys.

Indskud 1.2 Lysets tgven

Den forste maling af lysets hastighed foretoges af Ole Rpmer (1644-1710) i 1676, idet han
viste, at visse uregelmaessigheder ved Jupiters maners formgrkelser kun kunne forklares
ud fra en endelig lyshastighed. Disse formgrkelser kunne indtreefte op til 16 minutter se-
nere end det beregnede tidspunkt, svarende til at lyset gennemlgber jordbanediameteren
3 x 108 km. Dette giver den tilnzermede veerdi for lysets hastighed

c~3x10% m/s.

Indskud 1.3 Emissionsteorien

Om lysets fysiske natur havde der i det 17. arhundrede udviklet sig to forskellige forestil-
linger: i) ondulationsteorien, hvor lyset opfattes som bglger, og ii) emissionsteorien, hvor
lyset opfattes som smapartikler udsendt af lyskilden. Efter fremkomsten af Maxwells
elektromagnetisme blev ondulationsteorien totalt dominerende i den sidste del af det 19.
arhundrede. Lad os alligevel et gjeblik betragte emissionsteorien.

Idet lyset altsa opfattes som smapartikler udsendt af kilden, ma det have en konstant
hastighed |€] i forhold til kilden i enhver retning. Bevaeges lyskilden med hastigheden U i
forhold til iagttageren, méa denne da vente at finde lyshastigheden €+ ¥. Forudsaetningen
herfor er, at lyshastigheden fglger loven om simpel vektoraddition, ligesom tilfaeldet er
med hastigheder af materielle partikler ifolge Galilei-transformationen.

Herved fgrer emissionsteorien til modstrid med erfaringerne, hvilket bl.a. pavistes pa
simpel made i 1913 af den hollandske astronom de Sitter (1872-1934). Han betragtede et
dobbeltstjernesystem bestaende af en mgork centralstjerne i hvile i afstanden [ fra Jorden,
og en lysende ledsagerstjerne, der bevaeger sig i en cirkulser bane omkring centralstjer-
nen med hastigheden v og omlgbstiden T'. Denne omlgbstid kan bestemmes direkte ved
observation.



1.5 Ateren

A
\ ]
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Figur 1.2: En dobbeltstjerne i afstanden [ fra Jorden

Pa Figur 1.2 er ledsagerstjernen vist i to yderstillinger A og B, i hvilke den bevager
sig henholdsvis hen imod og bort fra Jorden. Lad ledsageren passere A til tiden nul. Det
udsendte lys vil her have hastigheden ¢+ v i retningen mod Jorden og na denne efter et

tidsrum bestemt ved ;

ct+v

Lyset fra positionen B nar derimod Jorden til tiden
T n l
2 c—v

t1 =

Nar stjernen er vendt tilbage til A efter et helt omlgb, udsender den lys, som nar Jorden

til tiden ;

ct+v’
Herefter skulle vi vente, at de to halvdele af banen gennemlgbes i forskellig tid set fra
Jorden, nemlig

t3=T—i—

T T 2
AB i tiden ™ = <+ l ) _C—il—’u 9 %

2 c—vw
l T l T 2vl
BA i tid = (T — (= - _
ruden ( +c+v) (2+c—v> 2 =2

Dette er i modstrid med observationerne, efter hvilke ledsageren bruger samme tid til
at ga fra den ene yderstilling til den anden uafhaengigt af retningen. Ydermere skulle
forskellen mellem de to tidsrum

4ol
2

P (1.8)

T — Ty =

kunne antage vaerdier, der er stgrre end omlgbstiden selv. Dobbeltstjernen 3 Aurigae har
saledes T = 4 dogn, v = 100 km/s og | = 2x 10'5 km, hvilket fprer til 71 — 1 ~ 100 dggn.
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Dermed skulle der veere vendt helt op og ned pa begivenhedernes raekkefplge, nar de
iagttages fra Jorden. Sadanne effekter er aldrig konstateret, hvorfor hypotesen om en
konstant lyshastighed i forhold til lyskilden ma opgives.

1.6 Michelson-Morley-forsgget

Med baggrund i Maxwell-teoriernes store succes fra omkring 1860 blev steren som sadan
et centralt emne for studie og debat i slutningen af det 19. arhundrede. Der var saledes
en betydelig interesse i at observere seterens tilstedeveerelse gennem direkte malinger. 1
seerdeleshed sggte man at fastlaegge hastigheden af Jordens bevaegelse gennem seteren,
ved at male “seter-vinden” gennem laboratoriet. Princippet i disse forsgg var, at lysets
hastighed ville vaere forskellig, eftersom en lysstrale bevasgede sig med eller mod Jordens
bevaegelse i forhold til seteren. Da Jordens hastighed i sin bane omkring Solen er omtrent
30 km/s, skulle man forvente, at dens hastighed i forhold til eeteren pa et eller andet
tidspunkt i lgbet af aret mindst ville vaere af denne stgrrelse uathaengig af seterens be-
vaegelse 1 forhold til Solsystemet. Idet Jordens banehastighed altsa tilsvarer 1/10.000 af
lyshastigheden, kunne effekten antages at veere sa lille, at den pa daveaerende tidspunkt
kun kunne pavises med fintmeaerkende interferometerforsgg.

Indskud 1.4 Interferometerforsgg

Princippet for et interferometer fremgar af Figur 1.3, hvor L betegner en lyskilde, som
udsender monokromatisk lys med frekvens v og balgeleengde \. Efter at have passeret
blzendeabningen B rammer lysstralen den med S betegnede del af instrumentet, i hvilken
den — f.eks. ved et arrangement af spejle, prismer eller linser — spaltes i to adskilte
straler, af hvilke den ene i Igbet af tiden t; gennemlgber vejen Iy, mens den anden i
tiden to gennemlgber vejen ls. Derefter forenes de atter ved hjelp af et passende optisk
arrangement F, hvorefter de sammen passerer ind i kikkerten K.

Y

Y
~

D—)L S F m—1~
L |] Iy
B

Figur 1.3: Et interferometer

Pa streekningen 1y vil der befinde sig vty lysbglger, mens der pa strackningen Iy vil
befinde sig vty bglger. Forskellen mellem de to bglgetal er altsa

An = I/(tl — tg). (19)

Safremt de to lystider er forskellige, vil de to straler derfor have en faseforskel, nar de
atter mgdes. Denne faseforskel betinger, hvad man ser i kikkerten.
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Figur 1.4: Interferensstriber

Er An et helt tal p, vil de forenede straler forsteerke hinanden, saledes at vi matte
vente at se hele kikkertens synsfelt belyst. Er An derimod at formen (p + %) vil de to
straler sveekke hinanden, og har de samme intensitet, vil de udslukke hinanden, saledes
at vi skulle vente at se hele kikkertens synsfelt formgrket. I praksis forhindrer instru-
menternes uundgaelige optiske ufuldkommenheder dette, saledes at kikkertens synsfelt
i begge tilfaelde tager sig ud som vist pa Figur 1.4. Hvor der er lyse striber, har de to
straler forstaerket hinanden, mens de mgrke striber fremkommer, hvor de to straler har
svaekket hinanden.

Lad os nu taenke os, at vi mellem S og F foretager en sendring af en af lysvejene, idet
vi f.eks. opvarmer luften pa streekningen |y og dermed sndrer dens brydningsforhold og
altsa ogsa lyshastigheden. Dermed vil t, sendre sig og derfor ogsa An. Dette vil medfgre
en @ndret beliggenhed af de lyse og mgrke striber. Foretages seendringen afly gradvist, vil
man se, at striberne tilsyneladende vandrer hen over synsfeltet. Vandrer en mgrk stribe
hen, hvor der fpr umiddelbart ved siden af var en lys, kan vi slutte, at An er aendret
med %, og derfor ogsa at lysvejen |y 1 optisk henseende er sendret med %)\. Pa denne
made afslgrer interferometeret ganske sma sendringer i den optiske vejforskel langs de to
streekninger mellem S og F.

Det kendteste forsgg pa at eftervise seter-vinden blev udfgrt af Michelson og Morley i
1887, hvor de forsggte at male forskellen mellem lyshastighederne i to ortogonale retnin-
ger. Princippet i Michelson-Morley-forsggets interferometer fremgar af Figur 1.5, hvor L
er en monokromatiske lyskilde. Stralen rammer forst spejlet S under en vinkel pa 45°.
Dette spejl er halvforsglvet, saledes at stralen spaltes i to lige steerke delstraler. Den
ene af disse passerer (med en ringe parallelforskydning) gennem S og rammer spejlet Sy,
som reflekterer alt lyset tilbage til S. Den anden delstrale kastes af S hen til spejlet So,
hvorfra den reflekteres tilbage til S. Her forenes de to delstraler, inden de treeder ind i
kikkerten K, hvor man iagttager et system af interferensstriber.

Vi vil nu beregne de tidsrum, lyset bruger til at gennemlgbe de to straekninger SS1S
og SS9S, pa hvilke stralerne er adskilte. Vi teenker os forst apparatet opstillet, saledes at
retningen SS; er parallel med Jordens hastighed v gennem &teren. P& strackningen SS;
vil lyshastigheden i forhold til instrumentet da veere ¢ — v, mens den pa straekningen S1S
vil veere ¢ + v. For den samlede lystid har vi da

L1 L1 2L16

T, = = 1.10
! c—v+c+v 2 —p2’ ( )
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Figur 1.5: Michelson-Morley-forsgget.

hvor L; er leengden af SS;. Pa straekningen SSoS ma lystiden bestemmes, idet vi tager
hensyn til bevaegelsen af instrumentet i forhold til seteren. I laboratoriesystemet er denne
bevasgelse vinkelret pa lysstralens retning, og ved at betragte den retvinklede trekant pa
Figur 1.6 ser vi, at lysets hastighed i forhold til instrumentet er v/¢2 — v2. Det samme
vil veere tilfeeldet pa nedturen, hvorfor den samlede lystid er

2L
Ty= "2 (1.11)

VE o
hvor Lo er leengden af SSo. For forskellen i lystider mellem de to straler finder vi da

2L16 2L2
3 —

AT =T, - Ty = (1.12)

c2 —v? 02—1_;2.

Idet instrumentet er indrettet saledes, at de to arme er lige lange, altsa L = L1 = Lo,

far vi for v < ¢ det tilnseermede udtryk

B 2L 02 1 v2 L
c

2

v
AT=—|1+5+ ... " 1—-=+ ... | ——
p —1-02-1- 202+ 2

idet vi har reekkeudviklet? i den lille stgrrelse v2/c2. Vi indfgrer nu bglgeleengden \ = ¢/v
og finder ved anvendelse af (1.9) bolgetalsforskellen mellem de to straler

_Lv2

Idet instrumentet havde L = 11 m og anvendte lys med bglgeleengden A = 500 nm =
500 x 10~ m, finder vi heraf ved at benytte Jordens banehastighed v = 30 km/s

An ~0.2.
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2 _ 92
c*—v c

Figur 1.6: Lysudbredelsen i retningen vinkelret pa aetervinden i Michelson-Morley-
forsgget.

Dette oversteg langt instrumentets folsomhed, som var omkring en stgrrelsesorden min-
dre.

Forsgget udfgrtes nu forst sdledes, at man iagttog interferensstriberne, mens hele in-
strumentet drejedes 90°, hvorved dets to arme SS; og SSo bytter roller. I den nye stilling
skulle vi saledes fa den samme forskel med modsat fortegn, hvorfor sendringen skulle vee-
re dobbelt sa stor. Imidlertid iagttog man ikke nogen sadan @endring. Derefter foretoges
et andet eksperiment, idet man gennem et halvt ar iagttog stribernes beliggenhed i det
fast opstillede eksperiment. I lgbet af denne tid forventede man, at Jorden i sin bane
omkring Solen ville skifte bevaegelsesretning i forhold til aeteren, hvilket igen skulle give
en &ndret forskel i bolgetal. Heller ikke i dette tilfeelde iagttog man nogen effekt.

Den mest abenbare tolkning af Michelson-Morley-eksperimentet var, at Jorden ikke
bevaegede sig i forhold til seteren, eller med andre ord, at denne tog del i Jordens be-
vaegelse ligesom atmosfaeren. Dette ville naturligvis forklare, at der ikke fremkom nogen
effekt ved anvendelsen af lyskilder pa Jorden. Derimod opstod der vanskeligheder med
fjerne lyskilder, sa som fiksstjernerne, idet man ikke kunne taenke sig at Jorden under
sin bevagelse medfgrte steren overalt i verdensrummet. Man ville derfor ikke kunne
forklare lysets aberration (se Afsnit 4.2).

Den elektromagnetiske teori var derfor efterladt med et paradoks: Lysets gennem-
snitlige hastighed for en frem-og-tilbage-rejse var uatheengig af stervinden. (Moderne
laser-baserede forsgg har bekrzeftet dette udfald til en preecision af 1071°.) Konklusio-
nen af Michelson-Morley-forsgget overgas langt af, hvad vi ved i dag, nemlig at en-
vejs-hastigheden af lyset til enhver tid er uafhengig af enhver form for setervind. Dette
demonstreres pa fornemste vis ved hjeelp af systemet Den Internationale Atomtid, TAI
(Temps Atomique International). TAI bestemmes ved hjelp af et stort antal Ceesium-
133 baserede atom-ure, som er placeret i forskellige nationale laboratorier Jorden rundt.
Urenes visning sammenlignes fortlgbende ved hjelp af udvekslede radiosignaler (elektro-
magnetisk straling, som kun adskiller sig fra lys ved at have en lavere frekvens). Enhver
pavirkning af disse radiosignaler fra en setervind af den forventede stgrrelse ville hurtigt
opdages ved hjelp af disse super-praecise ure. Ingen pavirkning er blevet pavist: Sommer

2For reekkeudvikling i relativitetsteorien, se Appendiks B.
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1 Fra det Newtonske til det specielle relativitetsprincip

som vinter, nat som dag, signalerne fra ét ur til et andet ankommer altid med den samme
forsinkelse. Et andet eksempel er den utrolige preecision som opnas med moderne satellit-
baserede navigationssystemer sa som GPS (Global Positioning System). Disse systemer
star og falder med, at lysets hastighed er retningsuafheengig og dermed uafheengig af
enhver aetervind.

1.7 Lorentz’s aeterteori

Et forsgg pa at forklare den udeblevne observation af setervinden fremsattes i 1889 af
Fitzgerald (1851-1901) og fa ar senere — tilsyneladende uathaengigt — af Lorentz (1853—
1928). Det gik ud pa, at nar et legeme beveeges igennem ateren med hastigheden v
sa forkortes dets leengde i beveegelsesretningen med faktoren (/1 — v?/c2. Dette giver
en eksakt kancellering af effekten af setervinden i Michelson-Morley-forsgget, hvilket
indses ved at s@tte Ly = Lay/1 —v2/c? i (1.12). Lorentz var i en vis grad i stand til
at retfeerdiggere en sadan forkortning, idet han henviste til stoffets elektromagnetiske
opbygning og til den kendte kontraktion af det elektromagnetiske felt fra en ladning i
bevaegelse.

Hvad denne hypotese ikke afstedkommer, er at ggre lysets hastighed uafheengig af
atervinden, og den er derfor i modstrid med forsgg, der viser, at lysets envejs-hastighed
er retningsuafhaengig.

1.8 Det specielle relativitetsprincip

Einsteins forklaring pa setervinds-paradokset var mere drastisk. Med henvisning til den
klassiske mekaniks relativitetsprincip, ifglge hvilket alle inertialsystemer er ligeveerdige
for udfgrelsen af mekaniske eksperimenter, fremsatte han for forste gang i afthandlingen
Zur Elektrodynamik bewegter Kérper fra 1905 sit bergmte specielle relativitetsprincip,
hvis fgrste postulat lyder

Alle inertialsystemer er ligeveerdige for udfgrelsen af alle fysiske eksperimen-
ter.

Ifglge Einstein findes der altsa ingen seter, ligesom der ikke findes noget absolut rum.
Alle inertialsystemer er fuldsteendigt ligeveerdige, idet samtlige fysiske love geelder ufor-
andret i dem alle. I seerdeleshed geelder de samme elektromagnetiske og optiske love i
alle inertialsystemer. Denne sidste konstatering naesten patvinger os endnu en hypotese,
som Einstein da ogsa antog som sit andet postulat:

I det tomme rum udbreder lyset sig retliniet med hastigheden ¢ i enhver
retning i ethvert inertialsystem.

Einstein var selviglgelig klar over, at hans andet postulat var i voldsom modstrid med
Galilei-transformationen og dermed vore klassiske ideer om rum og tid: Lige meget hvor
hurtigt man forsgger at forfglge en lysstrale (ved at forflytte sig til stadigt hurtigere

12



Gennemregnede eksempler til Kapitel 1

inertialsystemer), vil man bestandig se lysstralen fjerne sig med hastigheden c. Einsteins
store bedrift var, at han var i stand til at finde en ny struktur for rum og tid, som pa en
naturlig og elegant made imgdekommer begge postulater. Dette kreevede en udskiftning
af Galilei-transformationen som den grundleggende forbindelse mellem inertialsystemer.
Den nye transformation — Lorentz-transformationen — lader i det store hele rum og tid
ved det velkendte inden for det enkelte inertialsystem, men sendrer maden hvorpa en
iagttager i ét inertialsystem opfatter andre inertialsystemer. Frem for alt kreevede det
indfgrelsen af begrebet relativ tid, som igen ikke adskiller sig fra den gamle (absolutte)
tid i det enkelte inertialsystemsystem, men som er forskellig fra system til system.

Med Einsteins to postulater forklares naturligvis Michelson-Morley-forsgget. Thi nar
vii (1.10) og (1.11) erstatter de tre antagne lyshastigheder ¢+ v, ¢ — v og v ¢? — v? med
én og samme hastighed ¢, bliver differencen (1.12) trivielt lig nul. Pa tilsvarende made
forklaredes det negative udfald af alle forsgg til pavisning setervinden, og disse tjente nu
omvendt som empirisk underbygning af Einsteins postulater.

I lgbet af kort tid formuleredes nu en komplet teori baseret pa Einsteins to postu-
later. Denne teori — den specielle relativitetsteori — havde som program at sendre alle
fysikkens love, hvor det var ngdvendigt, for at ggre dem invariante over for Lorentz-
transformationen og dermed gyldige i alle inertialsystemer. Thi Einsteins relativitets-
princip er i virkeligheden et metaprincip: Det udlegger regler for formen af alle fysik-
kens love. Andringerne, som teorien afstedkom, har, skgnt af stor betydning i mange
moderne anvendelser, forsvindende betydning for de fleste klassiske problemer. Dette er
da ogsa arsagen til, at de ikke var blevet opdaget tidligere.

I dag, et arhundrede senere, har den specielle relativitetsteoris enorme succes gjort
det umuligt at betvivle gyldigheden af dens grundleeggende preemisser. Dens betydning
for den moderne fysik har veeret overvaeldende. Den har saledes bl.a. fgrt til en ny teori
for rum og tid, hvor de to blander sig indbyrdes og danner rumtiden; til eksistensen af
en maksimal hastighed for alle partikler og signaler; til en ny mekanik, hvor treegheden
vokser med hastigheden; til erkendelsen af, at masse og energi er sekvivalente stgrrel-
ser; til en simpel og succesrig makroskopisk elektrodynamik for legemer i bevaegelse;
til en ny termodynamik; til en kinetisk gasteori omfattende fotoner savel som partik-
ler; til de Broglies tilknytning af bglgenatur til partikler; til Sommerfelds finstruktur
i de atomare spektre; til Diracs partikel-antipartikel symmetri; til Paulis forklaring af
sammenhangen mellem spin og statistik; og den har banet vejen for den generelle rela-
tivitetsteori og kosmologien.

Gennemregnede eksempler til Kapitel 1

1.1 Et tog korer med 100 km/t langs en retliniet skinnestraekning, idet en sten kastes
vandret fra toget med 30 km/t i en retning der danner vinklen 60° med kgreretnin-
gen, begge malt i forhold til toget. Beregn stenens hastighed (storrelse og retning)
i forhold til jorden.
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Lad (z,y) og (2/,y’) repraesentere henholdsvis skinne- og togsystemet, med z- og
x’-akserne pegende i togets kgreretning, som vist pa figuren. Vi kan da anvende
den inverse af Galilei-transformationen (1.5)

/
Uy = Uy + U

. /
Uy = Uy,

hvor ¥ er togets hastighed, i’ er stenens hastighed i forhold til toget, og @ er
stenens hastighed i forhold til skinnerne (jorden). Altsa er

Uy = u' cos@ +v og uy = u'sin@’,

hvor 6" er vinklen i togsystemet mellem stenens og togets bevaegelsesretninger.
Stenens hastighed i forhold til jorden er altsa

u= \/u%—kuz = \/v2+u;2+u@2+2vufp = Vv2 + w2 + 200 cos O

i en retning, der i forhold til kgreretning danner en vinkel givet ved

u ul

tanf = % = —Y—.
Up U+ Uy

Ved indsattelse af de opgivne talstgrrelser fas

uw=117.9 km/t og 0 =12.7°.

Opgaver til Kapitel 1

1.1 En bad sejler mod strgmmen pa en flod, som flyder med hastigheden v. Da ba-
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den passerer under en bro kastes en bgje i vandet. Efter at have fortsat op mod
strommen i endnu et kvarter drejer baden pludselig omkring (vi antager at ingen
tid spildes ved denne mangvre) for at fortseette sin rejse med samme hastighed i
forhold til vandet som fgr, men nu med strommen. Idet den nar bgjen, har denne
flydt 1 km ned ad floden i forhold til broen. Beregn hastigheden, v, af vandet.



Opgaver til Kapitel 1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

En forer af et tog, som kgrer 120 km/t, observerer et andet tog 2 km foran sig,
som kgrer i samme retning pa samme skinnesaet med en konstant fart af 60 km/t.
Fgreren pabegynder umiddelbart en nedbremsning. Hvad er togets minimale acce-
leration (deceleration), hvis en kollision skal undgas?

En bold slippes fra toppen af en hgj bygning. Tre sekunder senere slippes endnu
en bold fra samme punkt. Vis, idet der ses bort fra luftmodstand, at den relative
hastighed af de to bolde forbliver konstant. Hvad er boldenes relative hastighed?

Et punkt A ligger 30 m direkte nord for et punkt B. Ved en konstant vind direkte
fra nord finder man, at en lydbglge tager 85 ms om at rejse fra A til B, og 95 ms
om at rejse fra B til A. Find vindhastigheden og lydhastigheden i stillestaende luft.

Et skib, A, sejler mod @gst med 12 knob, medens et andet skib, B, sejler mod syd
med 18 knob. Hvad er hastigheden (stgrrelse og retning) af A set fra B?

En kvinde svgmmer retliniet med hastigheden 1 m/s, frem og tilbage mellem to
flydende pontoner, som er fast forbundne til hinanden med afstanden 30 m. Beregn
tiden for turen under fglgende forudssetninger

a) Pontonerne er i hvile i forhold til vandet;

b) Systemet af de to pontoner traekkes med hastigheden z m/s parallel med
retningen, der forbinder de to pontoner.

c) Systemet af de to pontoner traekkes med hastigheden 3 m/s vinkelret pa
retningen, der forbinder de to pontoner.

Lad 7 betegne positionen af en isoleret partikel, @ = d/dt, mens @, l_;, q, W, & er
givne konstante vektorer. I forskellige referencesystemer, a) til e), leder malinger
af partiklens bevaegelse til folgende konklusioner:

a) U = W;
b) 7 = wt;
¢) ¥=b/t| + ¢

Hvilke af systemerne a) til e) er inertialsystemer?

En radioaktiv kilde, som beveaeger sig med farten v i laboratoriet, udsender alfa-
partikler. I kildens hvilesystem udsendes alfa-partiklerne med farten v’ i en retning,
der danner vinklen 6’ med kildens bevaegelsesretning. Find vinklen 6 i laboratoriet
mellem alfa-partiklen og kildens bevaegelsesretning.

Antag derefter, at kilden udsender alfa-partikler isotropt i hvilesystemet (d.v.s. lige
mange partikler i enhver retning i rummet). Vis, at den halvdel af partiklerne, der
udsendes i den fremadrettede hemisfaere i hvilesystemet er koncentreret i en kegle
med halvvinkel tan~!(u//v) i laboratoriet.
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1.9 a) En togvogn kerer pa en ret skinnestraekning med en konstant fart 5 m/s.
I togvognen udfgres et eksperiment, hvor alle bevaegelser maéles i forhold til
togvognen: En masse m; = 2 kg bevaeger sig forlaens med farten u; = 1 m/s og
kolliderer centralt med en masse mo = 1 kg, der bevager sig i modsat retning
med farten uy = 5 m/s. Efter stodet ligger my i hvile. Find hastigheden w,
(storrelse og retning) af m;. Hvor meget kinetisk energi er gaet tabt?

b) Beskriv stodet set fra skinne-systemet. Er impulsen bevaret? Hvor meget ki-
netisk energi er gaet tabt?

16



2 Lorentz-transformationen

2.1 Den specielle relativitetsteoris grundlag

Ligesom den Newtonske mekanik, er den specielle relativitetsteori afggrende forbundet
med begrebet inertialsystemer. Et inertialsystem kan i princippet teenkes opbygget af
et st af tre indbyrdes ortogonale stive steenger (z, y og z-akser), der er fast nittet
til hinanden i begyndelsespunktet og som har samme leengdeinddeling indridset langs
hver akse. Ethvert inertialsystem har en Euklidisk geometri (rummet er fladt), og i et-
hvert inertialsystem gaelder Newtons fgrste lov. Man kan forestille sig uendelig mange
sadanne referencesystemer med alle mulige orienteringer af akserne og med alle mulige
hastigheder i forhold til hinanden. Mens dette geelder uden indskrasenkning i den Newton-
ske mekanik, er der i den specielle relativitetsteori den begraensning, at alle indbyrdes
hastigheder af inertialsystemer er mindre end lyshastigheden, c. I den Newtonske teori
deler alle inertialsystemer den samme universelle (absolutte) tid, og systemer i relativ
bevasgelse er indbyrdes forbundne gennem Galilei-transformationen. Den vigtige mate-
matiske opdagelse, der muliggjorde den specielle relativitetsteori, var, at safremt man er
villig til at opgive ideen om en absolut tid, sa er en ny type af transformation mellem
inertialsystemer mulig, samtidig med at man opretholder den Euklidiske geometri og
gyldigheden af Newtons fgrste lov i ethvert inertialsystem og opretholder det specielle
relativitetsprincip, ifglge hvilket alle inertialsystemer er ligevaerdige. Denne nye trans-
formation, Lorentz-transformationen, er karakteriseret ved, at den lader lyshastigheden,
¢, transformere over i den samme hastighed i alle inertialsystemer.

Den specielle relativitetsteori er altsa i udgangspunktet en teori for rum og tid i en
verden af inertialsystemer, som er forbundne via Lorentz-transformationen. Teorien in-
kluderer resultater sa som tidsforlaengelsen, leengdeforkortningen, den relativistiske has-
tighedssammensaetning, eksistensen af en maksimal hastighed etc.

I dette og de folgende tre kapitler vil vi foretage en detaljeret udforskning af den nye
teori for rum og tid inklusive de ovenfor naevnte feenomener. Fgrst 1 Kapitel 6 vender vi os
sa mod formuleringen af en relativistisk invariant mekanik til aflgsning af de Newtonske
love.

2.2 Revision af fundamentale begreber
For vi pabegynder den formelle udledelse af Lorentz-transformationen og dens fglger, vil

vi i dette afsnit foretage nogle kvalitative overvejelser om konsekvenserne af det speci-
elle relativitetsprincip for de grundleseggende begreber samtidighed, lengde og varighed.
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Fysisk definition af
samtidighed

2 Lorentz-transformationen

Gennem logiske argumenter baseret pa tankeeksperimenter er det vort mal, at forsta
intuitivt, hvorfor det specielle relativitetsprincip ngdvendigvis indebaerer et brud med
den klassiske opfattelse af disse begreber.

2.2.1 Samtidighed

Vi teenker os to inertialsystemer S og S’ med hver sit tidsmal ¢ og ¢. T den klassiske
mekanik gar man uden videre ud fra, at disse tidsmal kan bringes til at stemme overens,
og i Galilei-transformationen satter man derfor ¢ = t. Er der tale om to samtidige
begivenheder i S, vil de altsa ogsa veere samtidige i S’. Denne aprioriske opfattelse af
samtidighed, kan ikke uden videre opretholdes i relativitetsteorien, og vi sgger derfor en
definition, der ved fysiske malinger tillader os at afggre, om to begivenheder er samtidige
eller ikke. Vi benytter os her af Einsteins andet postulat, ifglge hvilken lyset beveeger
sig med samme hastighed, ¢, i enhver retning i ethvert inertialsystem. Dette tillader os
at indfgre fglgende definition af samtidighed:

To begivenheder, der foregar i punkterne A og B, vil veere samtidige, safremt
et lyssignal udsendt fra A, nar begivenheden her finder sted, og et lyssignal
udsendt fra B, nar begivenheden finder sted der, vil na frem til en iagttager
i samme afstand fra A og B til samme tidspunkt.

Denne definition medfgrer, at to iagttagere i indbyrdes bevaegelse i almindelighed ikke
vil veere enige om samtidigheden af to begivenheder.

Einstein demonstrerede dette gennem det fglgende bergmte tankeeksperiment. Lad
os betragte et hurtigtog i jeevn retliniet bevaegelse i forhold til jordoverfladen, som her
antages at udggre et inertialsystem. Under et tordenvejr slar et lyn ned ved togets forende
og et andet ved dets bagende. Derved afsattes der meerker pa savel toget som skinnerne,
og lysglimt vil bevaege sig forlaens og baglaens langs toget (Figur 2.1). En iagttager,
som star pa jorden, modtager de to lysglimt til samme tidspunkt. Ved en efterfslgende
opmaling finder han, at han befandt sig praecis midt mellem maerkerne pa skinnerne, og
han konkluderer derfor ifplge definitionen, at de to lynnedslag skete samtidig.

En anden iagttager befinder sig praecis midt i toget. Set fra iagttageren pa jorden
bevasger toget sig hen imod glimtet, der kommer fra togets forende, og vaek fra glimtet,
der kommer fra togets bagende. Iagttageren i toget modtager derfor glimtet fra forenden
fgr glimtet fra bagenden. Dette er praecis, hvad iagttageren i toget oplever: Glimtet fra
forenden ankommer fgrst, siden ankommer glimtet fra bagenden. Men da denne iagttager
kan verificere, at hun befinder sig i samme afstand fra togets forende og bagende, hvor
maerker er afsat af de to lynnedslag, ma hun konkludere, at lynnedslaget ved forenden
skete tidligere end lynnedslaget ved bagenden. Lyset bevasger sig jo nemlig ogsa i hendes
inertialsystem med samme hastighed i begge retninger.

Skete de to lynnedslag sa samtidig eller gjorde de ikke? Hvor meerkeligt det end matte
lyde, findes der ikke noget entydigt svar pa dette spgrgsmal. I den ovennaevnte situation
var de to begivenheder samtidige set fra jord-systemet, men ikke-samtidige set fra tog-
systemet. Samtidighed af to begivenheder er altsa et relativt begreb. Kun i det specielle
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2.2 Revision af fundamentale begreber
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Figur 2.1: FEinsteins tog-eksperiment illustrerer at samtidighed er et relativt begreb.
Overst: Lyn slar ned i for- og bagenden af et tog i beveegelse, hvorved
der efterlades merker pa bade tog og skinner. Lysglimt udbreder sig i alle
retninger. Midten: En iagttager, der opholder sig midt i toget, konkluderer
at de to lynnedslag ikke var samtidige. Hendes argumenter: “i) Jeg befinder
mig lige langt fra meerkerne afsat i for- og bagenden af toget. ii) Lyset har
en fast hastighed i mit system og bevaeger sig med samme hastighed i begge
retninger. iii) Lysglimtet fra forenden ankom forst. Altsa, iv) ma glimtet fra
forenden have veeret afsendt for glimtet fra bagenden, og de to lynnedslag
var dermed ikke samtidige.” Nederst: En iagttager, der star pa jorden midt

mellem maerkerne pa skinnerne, konkluderer at lynnedslagene var samtidige,
idet de to lysglimt nar ham til samme tidspunkt.

tilfeelde, hvor to begivenheder sker i samme punkt (eller i et plan vinkelret pa den
relative beveaegelsesretning af de to inertialsystemer) medfgrer samtidighed i ét system
ogsa samtidighed i det andet.

Relativiteten af samtidighed er et vanskeligt begreb at forsta. Neaesten ethvert para-
doks, der bliver fremfgrt for at “modbevise” relativitetsteorien er baseret pa en eller
anden misforstaelse i anvendelsen af begrebet samtidighed.

19



Fysisk definition af
leengde

hvileleengde

2 Lorentz-transformationen

2.2.2 Langde

Hvad lengdebegrebet angar bemeerker vi fgrst, at hvis en iagttager gnsker at male laeng-
den af en stang i hvile i forhold til sig selv, kan han ngjagtigt som i det klassiske tilfeelde
gore dette ved at placere en malestok langs stangen og finde differencen mellem koor-
dinaterne for stangens endepunkter, saledes som de aflaeses pa malestokken. Er stangen
derimod i bevaegelse i forhold til iagttageren, kan vi ikke anvende denne definition. En
leengdemaling kan i dette tilfeelde defineres pa folgende made:

Ved leengden af en stang, der bevaeger sig i sin leengderetning parallelt med
en malestok, forstar vi afstanden mellem to meerker afsat pa malestokken ud
for stangens endepunkter til samme tidspunkt.

Det afggrende er her, at meerkerne skal afsaettes samtidig i forhold til den iagttager,
der foretager leengdemalingen og derfor er i hvile i forhold til malestokken. En anden
iagttager (i bevaegelse i forhold til den forste) vil, som vi har set, i almindelighed finde,
at de to maerker er afsat til forskellig tidspunkt, og vil derfor finde en anden veerdi for
stangens laengde.

I tankeeksemplet ovenfor vil iagttageren pa jorden kunne male togets leengde ved at
bestemme afstanden mellem de to maerker pa skinnerne, idet disse jo for ham var afsat
samtidigt. Da iagttageren i toget fandt, at maerket ved forenden blev afsat for maerket
ved bagenden, er afstanden mellem maerkerne pa skinnerne for hende mindre end togets
leengde. En iagttager, for hvem en stang er i bevaegelse langs sin leengderetning, vil
altsa i almindelighed finde en mindre vaerdi af stangens leengde end en iagttager, for
hvem stangen er i hvile. Den stgrste leengde findes altsa i stangens hvilesystem og kaldes
stangens hvilelengde.

Transversale dimensioners invarians

Mens de to iagttagere i tankeeksemplet ovenfor var uenige om lengden af toget, kan
de ikke blive uenige om dets bredde, eller i almindelighed om dimensionen af legemer
vinkelret pa disses bevasgelsesretning. Vi kan f.eks. betragte en af vognakslerne, der set
fra toget vil sta vinkelret pa dettes bevaegelsesretning. Dette vil akslen imidlertid ogsa
gore set fra jorden, hvilket ses af symmetrigrunde: hgjre ende af akslen udmeerker sig
ikke frem for venstre, og omvendt, og derfor kan ingen af akselenderne veere forskudt i
forhold til den anden.

Vi teenker os nu, at to lyn slar ned, ét i hver ende af akslen, som vist pa Figur 2.2.
De to lynnedslag er samtidige set fra toget, safremt en iagttager i et plan vinkelret pa
midten af akslen ser de to glimt samtidig. Teenker vi os derpa de to glimt registreret
af en iagttager pa jorden lige under det punkt, hvor iagttageren pa toget sa glimtene,
vil den fgrstneevnte ogsa se dem samtidig, idet han jo ligeledes har samme afstand fra
de to nedslagspunkter. Nar der saledes er enighed om samtidighed af begivenheder i
punkter, hvis forbindelseslinie er vinkelret pa bevaegelsesretningen, vil der ogsa veere
enighed om den rumlige afstand mellem de to begivenheder. Vi kan her rassonnere pa
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2.2 Revision af fundamentale begreber

a

1
N

a) b)

Figur 2.2: Ved at betragte to lyn, der slar ned ved enderne af en vogn-aksel, indser vi,
at akslens laengde er uatheengig af togets hastighed. Hvis en iagttager a), der
befinder sig i toget i et plan vinkelret pa midten af akslen, ser de to glimt
samtidig, vil det samme veere tilfaeldet for en jordbaseret iagttager b), der
befinder sig midt mellem de to skinner. Da de er enige om samtidigheden af
lynnedslagene vil de ogsa vere enige om akslens leengde.

folgende made: lagttagere i toget kan umiddelbart male akslens hvileleengde lg. Hvis der
som for er afsat maerker pa skinnerne ved lynnedslagene, vil iagttageren pa jorden male
akslens leengde som afstanden mellem disse maerker. Lad os teenke os at han finder en
lengde [, sa at vi kan saette | = klg, hvor k er en proportionalitetsfaktor, der eventuelt
kan afheenge af hastigheden. Men ogsa iagttageren pa toget vil anerkende den af ham
malte afstand mellem meaerkerne pa skinnerne som lzengdemal for akslen. Denne leengde
er altsa [y, saledes at iagttageren pa toget vil seette lp = kl, hvor [ er det samme tal
som fgr. Dette er en umiddelbar fglge af de to inertialsystemers ligeberettigelse, dvs. af
relativitetsprincippet. Af de to ligninger folger imidlertid k2 = 1, og da k er et positivt
tal, bliver k =1 og Il = l.

Et simpelt spgrgsmal forer til et endnu mere grundlaeggende argument mod, at et lege-
mes dimensioner vinkelret pa bevaegelsesretningen skulle afthaenge af legemets hastighed.
Spgrgsmalet er, omkring hvilken akse forandringen skulle forega. Taenker vi os igen toget
i bevaegelse, ville man maske umiddelbart tenke sig, at det matte skrumpe omkring en
akse, som gar midt ned gennem toget. Men lad os sa forestille os to tog ved siden af
hinanden, som begge kgrer med samme hastighed. Skulle nu begge tog skrumpe omkring
deres respektive akser (og derved lade afstanden mellem de to tog vokse!)? Eller skulle
systemet af de to tog skrumpe omkring en akse tilsvarende midten af systemet? Begge
muligheder er abenlyst absurde, og den uundgaelige konklusion er, at togenes bredde er
uforandret.

Vi ser altsé, at nar et legeme beveeger sig, vil dets dimensioner vinkelret pa bevaegel-
sesretningen veere uforandrede.
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Egentid for proces:
Varighed i det
system, hvor
processen foregar i
hvile

2 Lorentz-transformationen

2.2.3 Varighed

Hvad endeligt begrebet varighed angar, er det naesten pa forhand klart, at varigheden
af en proces ma bedgmmes forskelligt af to iagttagere i forskellig beveegelsestilstand,
eftersom disse jo er uenige om samtidigheden af to begivenheder. Teenker vi os en kineser
anteendt, gar der et lille tidsrum inden den eksploderer. Er kineseren i hvile i forhold
til iagttageren, vil denne pa sit ur male en vis varighed — kaldet egentiden — af denne
proces. En iagttager i bevasgelse i forhold til kineseren vil se anteendelsen og eksplosionen
i forskellige punkter af sit eget inertialsystem og i almindelighed finde en anden varighed.
De naermere forhold ved dette faenomen vil vi imidlertid ferst undersgge i neeste kapitel,
nar vi i har udledt Lorentz-transformationen.

2.3 Inertialsystemers homogenitet og isotropi

Ifglge relativitetsprincippet er alle inertialsystemer ligeveerdige. Dette geelder specielt for
alle inertialsystemer, der bevaeger sig parallelt med hinanden med samme hastighed, og
som derfor udelukkende adskiller sig fra hinanden gennem rumlige og tidslige translatio-
ner og rotationer. Det folger heraf, at ethvert inertialsystem er fuldkommen symmetrisk.
Hermed menes, at det er rumligt homogent og isotropt ikke alene i geometrisk Euklidisk
forstand, men for alle fysiske feenomener, og at det ogséa er tidsmaessigt homogent. Et
givet fysikeksperiment, som udfgres i et inertialsystem, vil med andre ord have samme
udfald uanset hvor det udfgres (homogenitet), hvilken retning det drejes i (isotropi) og
hvornar det udfgres (tidslig homogenitet).

2.4 Koordinat-gitteret

Hovedformalet med dette kapitel er at udlede Lorentz-transformationen, som er den
matematiske kerne i den specielle relativitetsteori. Men fgr vi begynder at transformere
koordinater fra ét inertialsystem til et andet, skal vi her forst afklare, hvordan man
tilskriver koordinater til en begivenhed i et enkelt inertialsystem.

Forst og fremmest har vi brug for universelle enheder for tid og leengde. I de to fglgende
indskud ser vi pa, hvordan standardenhederne for disse stgrrelser er defineret i den
moderne fysik.

Indskud 2.1 Tidsenheden sekund

Vores tidsenhed var oprindeligt knyttet til Jordens daglige rotation, idet et sekund var
defineret som 1/60 af 1/60 af 1/24 af et dogn. Da Jordens rotationshastighed imidlertid
aftager langsomt, er denne definition uhensigtsmaessig. Et sekund er nu defineret som
varigheden af 9192 631 770 perioder af stralingen, der tilsvarer overgangen mellem de to
hyperfin-niveauer i grundtilstanden af atomet caesium-133.

Indskud 2.2 Lysets hastighed og leengdeenheden meter
Siden Ole Rgmers forste bestemmelse af lysets hastighed er malingerne heraf blevet
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2.5 Udledelse af Lorentz-transformationen

stadigt mere forfinede. Man stod saledes omkring 1980 i den situation, at man kunne
male lyshastigheden betydeligt mere preecist end man kunne definere vores standard-
leengdeenhed, meteren. Man valgte da 1 1983 at vende argumentationen omkring, og
definere lyshastigheden til at veere

c = 299792458 m/s. (2.1)

Meteren er herefter defineret ved den laengde, som et lyssignal tilbagelaegger i vakuum i
1/299 792 458 s.

Som standardkoordinater for inertialsystemer anvender vi ortogonale koordinater x, y,
z. En iagttager, som teenkes i hvile i begyndelsespunktet af et inertialsystem, vil kunne
tildele koordinater til begivenheder, hvis han er udstyret med et standard-ur (f.eks. et
caesium-ur), en teodolit! og udstyr til at udsende og modtage lyssignaler. Afstanden til
enhver partikel kan da bestemmes ved hjzlp af radar-metoden, hvor et udsendt lyssignal
(delvist) reflekteres af partiklen; afstanden fas da ved at multiplicere den forlgbne tid
med %c. Idet retningen af det reflekterede lys bestemmes ved hjzlp af teodolitten ligger
partiklens koordinater (x, y, z) herefter fast. Tiden ¢ for reflektionsprocessen bestem-
mes ved hjalp af det samme lyssignal som gennemsnittet af tiderne for udsendelsen og
modtagelsen.

Skgnt den ovennaevnte fremgangsméade er generelt anvendelig, er det begrebsmaessigt
at foretraekke at aflaese en begivenheds koordinater lokalt. Til dette brug teenker vi os sma
standard-ure anbragt i hvile i punkterne (me, ne, pe), som udggr hjgrnerne i et vilkarligt
fint, ortogonalt gitter af tynde steenger; m, n, og p lgber over alle heltal, og € er en vilkarlig
lille leengde. Urenes rumkoordinater kan teenkes indgraveret pa dem. Synkronisering af
urene kan ske ved hjeelp af et eller andet signal, hvis hastighed er retningsuathaengig. Et
lyssignal vil derfor kunne anvendes. Antager vi, at et kugleformet lyssignal udsendes fra
begyndelsespunktet til tiden ty, vil samtlige ure veaere synkroniserede, hvis de justeres
til at vise tg 4 r/c, idet signalet passerer, hvor r = (22 + 3 4+ 22)1/2 er afstanden til
begyndelsespunktet. Efter denne kalibrering kan enhver begivenheds koordinater z,y, z
og t aflaeses simpelthen ved at kigge pa det neermeste ur.

I den Newtonske teori vil urene i ethvert inertialsystem simpelthen kunne overta-
ge den absolutte tid, og denne vil i den ovennsevnte betydning veere tilfredsstillende i
ethvert inertialsystem. Modsat i den specielle relativitetsteori, hvor den tid, der er til-
fredsstillende i ét inertialsystem, vil bryde med isotropien i et andet inertialsystem, hvis
den overtages direkte. Det er derfor ngdvendig i ethvert inertialsystem at foretage en
uafhaengig synkronisering af urene.

2.5 Udledelse af Lorentz-transformationen

Ligesom Galilei-transformationen skal Lorentz-transformationen sammenknytte en begi-
venheds koordinater (z,y, z,t) i et inertialsystem S med dens koordinater (2/,v', 2", ') i

'Et instrument som landmalere benytter til bestemmelse af vinkler.
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2 Lorentz-transformationen

et vilkarligt andet inertialsystem S’. Ogsa i relativitetsteorien kan vi uden indskraenkning
antage, at de to inertialsystemer S og S’ er saledes indrettede, at de er i standardkon-
figurationen (Figur 1.1). Vor opgave er altsa med udgangspunkt i det specielle relativi-
tetsprincip at bestemme sammenhaengen mellem de to koordinatsset, som formelt kan
skrives pa formen

¥ = fo(z,y, 2, t; v),

!

Y = fy(z,y,2,t0),

, (2.2
2= f.(x,y, 2, t;v),

t/ = ft(xv Y, Z7t; U)a

hvor de fire funktioner f;, fy, f. og fi: udover afhaengigheden af det oprindelige koordi-
natsaet kan afheenge af den relative hastighed v af S og S'.

De transversale koordinater

Ved diskussionen i Afsnit 2.2 indsé vi, at dimensioner vinkelret pa bevaegelsesretningen
vil veere uforandrede. Vi kan derfor uden videre slutte, at for enhver begivenhed er

y =, og 2 =z (2.3)

Hermed har vi bestemt to af transformationsligningerne (2.2), som i deres trivielle form
ikke adskiller sig fra de tilsvarende i Galilei-transformationen. Vi indser yderligere, at
de to funktioner f, og f; i (2.2) ikke kan athesenge af y og z, idet en sadan athsengighed
ville bryde med rummets homogenitet. Specifikt kan vi betragte to begivenheder, der
har samme z-veerdi og er samtidige i S. De kan f.eks. have koordinaterne (x,y, z,t) og
(2,0,0,t). Da de finder sted i samme plan vinkelret pa den relative bevaegelsesretning og
er samtidige i S, ma de ogsa veere samtidige i S’, hvorfor altsa fi(x,y, z,t) = fi(x,0,0,t).
Tilsvarende argumenter anvendes pa funktionen f,.

Transformationen er lineaer

De to resterende transformationsligninger tager nu formen

— x,t;v),
t' = fi(z, t;v)
Galilei-transformationen tager sig til sammenligning saledes ud
=2z —t,
(2.5)

t'=t,

og er gjensynlig af typen (2.4). Transformationen (2.5) er lineer, hvorved blot forstas,
at 2’ og t' er polynomier af forste grad i x og t. Ydermere er transformationen homogen,
hvorved menes, at (z, t) = (0, 0) medfgrer (2/, ¢') = (0, 0). En homogen transformation
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2.5 Udledelse af Lorentz-transformationen

indeholder saledes ikke konstante led. I den nzervaerende sammenhaeng er homogeniteten
ikke af storre betydning, idet den blot skyldes vores antagelse om sammenfaldet af de to
inertialsystemer til tiden ¢t = ¢/ = 0. Hvis vi ikke lader S og S’ falde sammen pa denne
made, bliver transformationen ikke homogen, men stadig lineser.

Det er klart, at ogsa Lorentz-transformationen (2.4) med vore antagelser ma blive
homogen. Vi vil i det fglgende ga ud fra, at den ogsa er linezer og derfor kan skrives pa
formen

a’ =z + pt,

t' = kx + ot,

(2.6)

hvor v, p, kK og o kan afheenge af hastigheden v, men er uathaengige af x og t. Denne
seetning kan bevises helt stringent, men vi skal her ngjes med ved et enkelt eksempel at
belyse de ubehagelige konsekvenser, der ville folge af en ikke-lineser transformation.

Eksempel 2.1 En ikke-lineaer transformation
Lad os betragte en ikke-linezer transformation af formen

2 = ax® + bt?,

t' = cax + dt.
Antag, at en partikel bevaeger sig jeevnt pa x-aksen efter formlen
T = ut,
hvor u er en konstant. Vi far da for x’ og t/

t' = aut? + bt? = (au® + b)t?,
t' = cut + dt = (cu + d)t,

og ved at eliminere t far vi derfor

2
, au®+b o

= — %
(cu + d)?
hvilket viser, at bevaegelsen, der var jeevn i forhold til S, vil veaere jeevnt accelereret i

forhold til S'. Dette strider naturligvis imod, at de to systemer begge er forudsat at vere
inertialsystemer.

@velse 2.1 Vis, at med den linezre transformation (2.6) vil en vilkarlig bevaegelse, der
er jeevn 1 forhold til S ogsa vere jeevn i forhold til S'.
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2 Lorentz-transformationen

Benyttelse af den relative hastighed af S og S’

Vi vil nu udnytte, at vi kender den relative hastighed af de to systemer S og S’. Idet
S’ bevaeger sig med hastigheden v i forhold til S, folger det af symmetriarsager at S
bevaeger sig med hastigheden —v i forhold til S’. T modsat fald ville de to systemer ikke
veere ligeberettigede. Vi kraever nu, at begyndelsespunktet O’ (z/ = 0) har hastigheden
v set fra S. Ved derfor at seette 2’ = 0 i forste linie af (2.6) og kreeve, at den resulterende
ligning tager formen x = vt, finder vi sammenhaengen

v=—p/v.
Tilsvarende ma O (z = 0) have hastigheden —uv i forhold til §'. Ved at seette x = 01 (2.6)
og benytte de to resulterende udtryk for 2’ og ¢’ i ssammenhsengen 2’ = —vt’, finder vi
o=r.

Lorentz-transformationen er da reduceret til formen

(‘T - ’Ut)7

(t — avz), 27)

¥ =
t =~

hvor vi har skrevet funktionen x pa formen —vyaw, hvilket vil vise sig bekvemt i det
fglgende. Stgrrelserne v og a er nu de ukendte funktioner af v.

Sfeerisk udbredelse af et lysglimt i S og S’

For at bestemme de to stgrrelser v og a og dermed fastlaegge Lorentz-transformationen
betragter vi en lyskilde, som til tiden ¢ = ¢ = 0 udsender et lysglimt fra det felles
begyndelsespunkt i de to systemer S og S’. Som fglge af antagelsen om lyshastighedens
invarians, vil lysglimtet udbrede sig sfeerisk med hastigheden ¢ i savel S som S'; altsa
samtidig tilfredsstille de to relationer r = ct og r’ = ct’, hvor r og r’ er sfeerens radius i
henholdsvis S og S'. Der vil altsa geelde

iS: 2 492 + 2% = AP, (2.8)
is": 2y = PR (2.9)

Vi ma nu kraeve, at Lorentz-transformationen er saledes beskaffen, at lysglimtets udbre-
delse tilfredsstiller begge disse udtryk.
Som et eksempel, kan vi forsgge at benytte Galilei-transformationen (1.4). Ved ind-
seettelse i (2.9) finder vi da
2% — 2zvt + v 4y + 22 = P12,

som er i abenbar modstrid med (2.8). Galilei-transformationen er derfor ikke overrasken-
de i modstrid med forudssetningen om lyshastighedens invarians.
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2.5 Udledelse af Lorentz-transformationen

— N W s DTS = 0.
T >

I w/e
Figur 2.3: Lorentz’ y-funktion.

Ved benyttelse af transformationen (2.7) i (2.9) finder vi udtrykket
iz — 292 xut + 20 4y + 2% = P2 (12 — 2aaut + oP?2?), (2.10)

og sgger nu at bestemme « og vy, saledes at dette er i overensstemmelse med (2.8). Vi
bemaerker fgrst, at de to led indeholdende produktet xvt ma ga ud mod hinanden. Heraf
fglger umiddelbart, at

a=1/c. (2.11)
Vi kan dernaest samle de to led, der indeholder 2, pa venstresiden og, i overensstemmelse
med (2.8), kreeve at koefficienten er 1, altsa

V=) =1,

hvor vi har benyttet udtrykket for c. Vi har saledes

1
hvor vi har valgt den positive rod, idet vi ma kreeve, at =’ gar kontinuert med z for v — 0.
Funktionen v(v) er den bergmte Lorentz-faktor, som spiller en vigtig rolle i relativitets-
teorien. For v > 0 er y(v) altid stgrre end 1, skont ikke meget for sma hastigheder v < c.
Funktionen er afbildet pa Figur 2.3, hvor den langsomme tilvaekst for sma hastigheder
og den lodrette asymptote for v = ¢ bgr bemsaerkes.

Lorentz-transformationens endelige form

Med resultaterne (2.11) og (2.12) har vi udledt Lorentz-transformationen:

¥ =5 (z —vt),
/
Y=Y
2.13
LY (2.13)

t' =~ (t—vx/c).
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2 Lorentz-transformationen

Dette ligningssaet kan uden videre lgses med hensyn til variablerne x, y, 2, ¢, hvorved vi
finder den omvendte transformation:

= (2 +ot'),
/
Y=Y,
2.14
vy (2.14)
t = (t' +va'/c?).

Disse transformationsligninger svarer til, at S i forhold til S’ bevaeger sig med hastigheden
—uv efter x’-aksen.
Lad os her kommentere pa folgende tre egenskaber ved Lorentz-transformationen:

i) Relativiteten af samtidighed: Det mest slaende nye traek ved Lorentz-transforma-
tionen er reglen for tidstransformation, som udtrykker at samtidighed er et relativt
begreb: begivenheder med samme ¢ tilsvarer i almindelighed ikke begivenheder med
samme t'.

il) Symmetri i © og ct: Ligningerne (2.13) og (2.14) er symmetriske ikke alene i y og
z, men ogsa i x og ct. Dette verificeres let ved at gange den sidste ligning igennem
med c.

iii) Den Newtonske grense: Ved raekkeudvikling? af y-funktionen i stgrrelsen v?/c? fas

W) =1+1 4 (2.15)
v) = ——+... .

i 2 ¢?

For sma hastigheder, v/c < 1, er altsa v ~ 1, hvorfor Lorentz-transformationen
reducerer til Galilei-transformationen (1.4), som vi ma kreeve. Samme konklusion

nas selviglgelig, hvis vi formelt lader ¢ — oo.

2.6 Lorentz-transformationen pa differens- og differential-form

Lad os betragte to begivenheder P; og Ps, som i inertialsystemet S har de respektive
koordinater (x1,y1, 21,t1) 0g (x2,y2, 22, t2). Svarende hertil har vi de fire koordinatdiffe-
rencer

Az =29 — 21, Ay =y2 — y1, Az = 2y — 21, At =ty —ty.

Vi spger nu at finde de tilsvarende stgrrelser i inertialsystemet S, som beveeger sig i
forhold til S pa vanlig made. Vi begynder med z-koordinaten og finder ved anvendelse
af Lorentz-transformationen (2.13)

Az’ = 2b, — 2 = y(xe — vta) — y(w1 — vty) = y[(wa — 1) — v(ta — t1)] = y(Az — vAL).

2Se Appendiks B

28



2.7 Kvadrerede former

Ved at behandle de gvrige koordinater pa tilsvarende vis fas transformationsligningerne

Az’ = v (Ax — vAL),
Ay’ = Ay,

AZ = Az,

At =y (At —vAz/c?).

(2.16)

Lad os derneest betragte en bevaegelse, hvor en partikel (eller et geometrisk punkt) i det
infinitesimale tidsrum d¢ tilbagelaegger den infinitesimale vejleengde d7 = (dz, dy,dz).
Vi har da

dz =29 — 21, dy = y2 — 1, dz = 29 — 21, dt =ty — 1y,

hvor de to begivenheder P; og P2 nu altsa tilsvarer nabo-punkter i savel tid som rum.
P& samme made som ovenfor finder vi da transformationsligningerne

dz’ =~ (dz — vdt),
dy = dy,

d7 =dz,

dt’ =~ (dt — vdz/c?).

(2.17)

Vi ser altsa, at bade koordinatdifferencerne og differentialerne tilfredsstiller de samme
transformationsligninger som koordinaterne selv. Dette vil selvfalgelig altid veere tilfeel-
det for homogene, lineare transformationer. Hvert af saettene af transformationligninger
har sit eget brug. De oprindelige ligninger (2.13) tjener hovedsagelig til at transformere
enkeltbegivenheder. Differensformen har stor anvendelighed; man skal imidlertid veere
meget varsom med at ggre sig klar praecis hvilke to begivenheder man betragter. Den
differentielle form er anvendelig for problemer, der omhandler beveaegelse.

2.7 Kvadrerede former

Ved anvendelse af Lorentz-transformationen (2.13) kan man enkelt eftervise sammen-
haengen
g2 2 22 g2 22 (2.18)

Beregningerne fglger dem vi foretog i forbindelse med udledningen af Lorentz-transfor-
mationen, da vi gennem ligningerne (2.8) og (2.9) kreevede, at et lysglimt skulle udbrede
sig sfeerisk i savel S som S'.

Tilsvarende kan vi ved anvendelse af henholdsvis (2.16) og (2.17) eftervise de funda-
mentale identiteter

AV — Az'? — Ay'? — A2 = PAL — Az? — Ay? — A2, (2.19)
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2 Lorentz-transformationen

og

Adt'? —da'? — dy'? — d2'? = Adt? — da? — dy?® — d22 (2.20)

Hvor gyldigheden af (2.18), som tidligere anfgrt, er betinget af, at de to systemer S og
S" er sammenfaldende til tiden ¢t = ¢’ = 0, geelder der ingen sadan begraensning pa (2.19)
og (2.20), da disse jo involverer koordinatdifferenser.

Idet afstanden mellem to nabo-punkter i det Euklidiske rum er

dr? = da? + dy? + dz?, (2.21)

tager (2.20) ogsa formen

Adt'? — dr'? = 2d* — dr?. (2.22)

Lad os betragte en effekt, der i S udbreder sig med lyshastigheden, hvorved altsa dr? =
c2dt?. Hermed forsvinder hgjresiden, og venstresiden ma da gere det samme. Der m4
altsd i ethvert inertialsystem S’ geelde, at dr’? = ¢2dt’2. Ogsa i dette system udbreder
effekten sig da med lyshastigheden. Vi bekraeftes altsa i, at vi pa korrekt made har faet
indbygget lyshastighedens invarians i teorien.

Den felles veerdi af de to kvadratiske former i (2.19) kaldes kvadratet af forskydningen
mellem de to aktuelle begivenheder:

As? = A2 — Az? — Ay? — A2 (2.23)

Den kan abenbart veere positiv, negativ eller nul og méa derfor ikke opfattes som kvadra-
tet af et almindeligt tal. Kvadratroden af absolutveerdien, altsa As = (/|As?|, kaldes
intervallet mellem de to begivenheder.

Indskud 2.3 Vedrgrende relativistisk notation

Der har i relativitetsteorien udviklet sig en notation omkring A’er og differentialer, som
ikke er matematisk stringent. Vi har her valgt at folge denne notation, skent den ma-
ske i begyndelsen kan forekomme forvirrende. Som et eksempel lyder den matematisk
stringente form af (2.19)

G(AE)? — (A7) — (Ay)? — (AZ)? = (A — (Az)? — (Ay)? — (A2)2,
og tilsvarende for (2.20)
A(dY)? — (d2')? — (dy)? — (d2))? = (dt)? — (da)* — (dy)? — (d2)2.

Tager vi f.eks. ledet (Ax)?, angiver dette kvadratet pa forskellen mellem to begivenheders
x-koordinater. Af bekvemmelighedsarsager er det blevet en konvention i relativitetste-
orien at skrive dette pa formen Ax?, skont denne notation strengt taget antyder en
eendring (eller forskel) i kvadratet pa x og ikke, som gnsket, kvadratet pa aendringen
(eller forskellen) i x.
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2.8 Den relativistiske hastighedsgrsense

2.8 Den relativistiske hastighedsgraense

For v = ¢ bliver ~-faktoren (2.12) uendelig, og v > ¢ fgrer til imagineere veerdier for ~.
Af dette kan vi slutte, at den indbyrdes hastighed af to vilkarlige inertialsystemer ma
veere mindre end lyshastigheden, idet endelige, reelle koordinater i ét system ma tilsvare
endelige, reelle koordinater i ethvert andet system. Dette er det fgrste tegn pa, at ingen
partikel kan bevaege sig med en hastighed stgrre end lysets i forhold til et inertialsystem.
Thi et st af sadanne partikler i parallel bevaegelse ville udggre et inertialsystem, som
bevasgede sig med overlyshastighed i forhold til det forste. Men der er andre tegn pa, at
hastigheden af partikler, og mere alment, af alle fysiske signaler, er begraenset af c. Vi
skal nu se, hvordan en antagelse om signalhastigheder stgrre end lyshastigheden fgrer til
modstrid med det fundamentale princip om, at arsag kommer fgr virkning, og derfor ma
forkastes.

Til dette, teenker vi os to begivenheder P og Q, hvor P fremkalder Q gennem ud-
veksling af et eller andet signal. Da P saledes er arsag til @, ma P komme fgr Q i
ethvert inertialsystem. Lad os nu antage at signalet mellem de to begivenheder bevaeger
sig med overlyshastigheden U > c i et inertialsystem S. Vi arrangerer S saledes at begge
begivenheder finder sted pa x-aksen og at deres rumlige og tidslige afstande er Az > 0
og At > 0. Der ma da geelde sammenhsengen Az = UAt. 1 et andet inertialsystem S’,
som bevaeger sig pa sadvanlig vis i forhold til S, har vi nu ifplge differensformen (2.16)
af Lorentz-transformationen

vAx vU
At’—’y(At— 2 >_7At<1—62>. (2.24)

For hastigheder v, der tilfredsstiller

AJU <v <, (2.25)

bliver At hermed negativ. Der vil med andre ord gives inertialsystemer, i hvilke Q kom-
mer fgr P. Dette strider mod princippet om, at arsagen kommer fgr virkningen, hvorfor
forudseetningen om en signalhastighed stgrre end lyshastigheden ma vaere forkert: ¢ ud-
gor altsa den gvre graense for hastigheden af informationsbaerende signaler. I seerdeleshed
ma denne hastighedsgreense da gaelde for partikler, idet disse abenbart kan benyttes til
overbringelse af information.

Lad os benytte lejligheden til at kontrollere at hastighedsgraensen c virkelig sikrer
kausaliteten, altsa at to begivenheder, hvor den ene kan veere arsag til den anden, kommer
i samme rakkefglge i ethvert inertialsystem. Hertil betragter vi to begivenheder, der sker
pa en linie, som danner vinklen 6§ med z-aksen i S, og som kan forbindes med et signal
med hastigheden u < ¢ i S. Ved at erstatte U med ucosf i (2.24) ser vi, at At og At/
under disse omstaendigheder har samme fortegn for enhver hastighed v mellem +c.

Pa trods af de ovennzevnte betragtninger er der ikke noget i vejen for, at man kan
realisere en “bevagelse” af et punkt med en hastighed stgrre end lysets. Punktet kan
blot ikke veere beerer af information. Et eksempel kunne veere det oplyste punkt, hvis
man fra Jorden lader en laserstrale feje hen over Manens overflade. Et andet eksempel er
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2 Lorentz-transformationen

Figur 2.4: Skaringspunktet mellem to steenger kan beveege sig med en vilkarlig stor
hastighed, idet hastigheden er proportional med 1/tan6, og vinklen 6 kan
gores vilkarlig lille.

skaeringspunktet mellem to steenger, der krydser hinanden med en vilkarlig lille vinkel 6.
Som det fremgar af Figur 2.4 er skaeringspunktets hastighed proportional med 1/ tan 6,
og kan derfor ggres vilkarlig stor.

Vi vil nu vise det vigtige resultat, at Lorentz-transformationen altid transformerer
overlyshastigheder over i overlyshastigheder, og underlyshastigheder over i underlyshas-
tigheder. Hvis vi nemlig lader v = dr/dt og «' = dr’/dt’ betegne hastighederne af et
punkt (eller et signal eller en partikel) i henholdsvis S og S’; kan vi omskrive (2.22) pa
formen

dt'?(c? —u/?) = dt*(? — u?), (2.26)

hvoraf det angivne resultat folger direkte.

Lad os ggre en sidste interessant iagttagelse baseret pa ligning (2.24), som vi nu tolker
som bevagelsesligningen for et punkt, der beveeger sig med overlyshastighed. I systemet
S’ med hastigheden v = ¢?/U, er At = 0, og bevaegelsens hastighed ma derfor veere
uendelig! I den specielle relativitetsteori er “uendelig” altsa ikke en invariant hastighed,
som den er det i den klassiske mekanik. Til ethvert punkt, der beveeger sig med overlys-
hastighed, gives der et inertialsystem, hvor hastigheden er uendelig, pa samme made som
der til ethvert punkt, der beveeger sig med underlyshastighed, gives et inertialsystem,
hvor hastigheden er nul.

Det kan til slut bemzerkes, at en konsekvens af den relativistiske hastighedsgraense er,
at stive legemer ikke leengere kan eksistere, ikke engang som idealiserede objekter. Thi
for at holde et legeme stift, skal man jo per definition overfgre signaler instantant.

2.9 Rumtidsdiagrammer

En begivenhed er, som tidligere anfort, karakteriseret ved et tidspunkt ¢ og et sset af
rumlige koordinater (z,y,z). Den kan dermed opfattes som et punkt (ct,z,y,z) i et

32



2.9 Rumtidsdiagrammer

Figur 2.5: Verdenslinier i et rumtidsdiagram. De to 45°-linier udger lyskeglen fra et
lysglimt i begyndelsespunktet. De to linier inden for lyskeglen repraesenterer
mulige verdenslinier for fysiske partikler, mens den stiplede linie reprsesen-
terer en jeevn bevaegelse med overlyshastighed.

4-dimensional kontinuum — den sakaldte rumtid. Vi har her, som det er vanligt, valgt
at benytte ct i stedet for ¢ for den tidslige koordinat, saledes at alle fire koordinater
har samme enheder nemlig leengde. Lad os i fgrste omgang begraense os til at betragte
begivenheder, der sker langs den rumlige z-akse. Vi kan da afbilde rumtiden ved et
diagram som i Figur 2.5, hvor den lodrette akse viser ct, og den vandrette akse viser x.
Diagrammer af denne type kaldes rumtidsdiagrammer eller Minkowski-diagrammer og
kan ofte veere nyttige til at illustrere problemer i relativitetsteorien.

For iagttagelse af en partikel i bevaegelse kan vi forestille os, at partiklen er udsty-
ret med en peere, der udsender periodiske lysglimt. Lysglimtene repraesenterer dermed
en fplge af begivenheder. Hvis disse plottes i rumtidsdiagrammet, far vi da en serie af
punkter, som i den kontinuerte graense danner en kurve. En sadan kurve, som jo giver
en komplet beskrivelse af partiklens historie, kaldes partiklens verdenslinie. Tilsvaren-
de er begivenheder i rumtidsdiagrammet ogsa kendt under betegnelsen verdenspunkter.
Verdenslinien tilsvarende en fri partikel er en ret linie, mens verdenslinien tilsvarende en
accelereret partikel krummer. Dette er skitseret pa Figur 2.5. Diskussionen kan udvides
til ogsa at gaelde geometriske punkter, hvorved enhver funktion = = f(t) i z,¢-planet
definerer en verdenslinie. Haeldningen af verdenslinien i forhold til ct-aksen, dz/d(ct), er
et mal for punktets hastighed, u/c. Ikke alle verdenslinier repraesenterer mulige historier
for en materiel partikel, idet dennes hastighed pa intet tidspunkt kan overstige lyshas-
tigheden. Heeldningen af en partikels verdenslinie i forhold til ct-aksen kan saledes ikke
pa noget sted overstige 45°.

Et lysglimt forarsager en lysfront, som bevaeger sig med lyshastigheden. Hvis denne

afbildes i rumtidsdiagrammet fas en sakaldt lyskegle. I Figur 2.5 findes afbildet lyskeglen
for et lysglimt i begyndelsespunktet.
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2 Lorentz-transformationen

2.10 Grafisk repraesentation af Lorentz-transformationen

Det der vaesentligt adskiller Lorentz-transformationen fra Galilei-transformationen er, at
bade rum- og tids-koordinaterne transformerer, og at de sammenblandes pa en made,
der kan minde om sammenblandingen af z- og y-koordinaterne under en rotation i det
seedvanlige retvinklede x, y-plan. Vi vil i dette afsnit udforske denne lighed ngjere, idet
vi begraenser os til koordinaterne ¢t og x, som indgar pa ikke-triviel made i Lorentz-
transformationen.

Som ved enhver anden transformation er der to mader, hvorpa man kan betragte ko-
ordinattransformationen (t,z) — (¢, z"). Enten teenker man sig, at punktet (¢, z) flytter
sig til en ny position (¢, ') i forhold til det samme szt af koordinatakser. Transformatio-
nen opfattes altsa som en bevaegelse i t, z-rummet. Dette kaldes en aktiv transformation.
Ellers betragter man blot (¢, 2") som en ny betegnelse for det gamle punkt (¢, z). Dette
tilsvarer en bevaegelse af koordinatakserne, og kaldes en passiv transformation.

Indskud 2.4 Aktive versus passive transformationer

Ved en aktiv transformation sker der en virkelig forflytning af det fysiske system. Trans-
formationen har altsa eksistens uathaengigt af, om man har indlagt et referencesystem
eller ikke. Ved en passiv transformation derimod, forbliver det fysiske system, hvor det
hele tiden har vaeret, mens vi skifter referencsystem og dermed koordinatbeskrivelse. Man
kan sige det saledes, at den aktive transformation tilsvarer en forflyting at objektet, mens
den passive transformation tilsvarer en forflytning af iagttageren.

2.10.1 Passive Lorentz-transformationer

Pa Figur 2.6 findes afbildet et rumtidsdiagram, hvor x- og ct-akserne tilsvarer inertial-
systemet S. Lad os nu betragte det samme fysiske system fra inertialsystemet S’, som
beveaeger sig i forhold til S pa ssedvanlig made. Idet S’ dermed deler z-akse med S,
kan vi abenbart benytte det samme diagram til at beskrive, hvad der sker set fra S'.
Transformationen fra S til S’ vil da blot give sig udtryk i, at /- og ct’-akserne ligger
anderledes i det afbildede plan end z- og ct-akserne. Vi vil nu undersgge dette forhold.

Tidspunkter i S tilfredsstiller ligningen ¢ = konst. og tilsvarer vandrette linier, mens
verdenslinierne for faste punkter i S tilsvarer lodrette linier, z = konst. Pa tilsvarende vis
tilfredsstiller tidspunkter i S’ ligningen ¢ = konst. og dermed ifplge (2.13) ¢t — (v/c)x =
konst., saledes at de i diagrammet tilsvarer rette linier med heeldningen v/c relativ til
x-aksen. I seerdeleshed er 2/-aksen (' = 0) givet ved ¢t = (v/c)x. Videre tilfredsstiller
verdenslinierne for faste punkter i S’ ligningen 2’ = konst., og dermed ifplge (2.13)
x — (v/c)ct = konst., hvorfor de i diagrammet tilsvarer rette linier med heeldningen v/c
relativ til ct-aksen. I seerdeleshed er t'-aksen (z' = 0) givet ved z = (v/c)ct. Vi ser
saledes, at akserne i S’ danner vinkler af samme stgrrelse med hensyn til de tilsvarende
akser i S. Men hvor disse vinkler under en rotation ville have haft samme retning, er
de under Lorentz-transformationen modsatrettede. S’ kan have enhver hastighed mellem
—c og c i forhold til S, og de tilsvarende z’- og ct’-akser vil i diagrammet opfgre sig som
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2.10 Grafisk repraesentation af Lorentz-transformationen

n ct p ct/

Figur 2.6: Et 2-dimensionalt rumtidsdiagram. Ved en passiv Lorentz-transformation
ligger begivenheder i en fast position i diagrammet, mens diagrammets ak-
ser aendrer retning, som antydet. Dette illustreres ved begivenheden, som i
systemet S har koordinaterne (a,b), mens den i S' har koordinaterne (a’,b').

bladene pa en saks, som lukker sig omkring 45°-linien betegnet ¢ i diagrammet: Saksen
er fuldsteendig aben for v — —c og fuldsteendig lukket for v — ¢.

For vi fortseetter, er det veerd og stoppe op og gere et par punkter klart: I det oprin-
delige diagram set fra S valgte vi at afbilde z- og ct-akserne ortogonale. Vi bemaerker
nu, at denne ortogonalitet er uden fysisk indhold, og at vi kunne have tegnet akserne
med enhver anden endelig indbyrdes vinkel. Dette illustreres af diagrammet, hvoraf det
fremgar, at S abenbart er det eneste system, hvor de to akser er ortogonale. Lad os ogsa
understrege at x-aksens retning i diagrammet selvfglgelig intet har at ggre med dens
rumlige retning: Skgnt diagrammets x- og x’-akser indbyrdes danner en endelig vinkel,
er de to akser selvsagt stadig sammenfaldende i rummet.

For kalibreringen af de meerkede koordinatakser bemaerker vi, at (2.18) reducerer til
At'? —2'? = 22 — 22, da vi jo har antaget, at y = v’ og z = 2’. Indtegner vi der-
for “kalibrerings-hyperblerne” c¢?t? — 22 = =1, vil disse skaere alle fire koordinatakser
i enhedsafstanden fra begyndelsespunktet. Ved udnyttelse af lineariteten er aksernes
inddeling hermed fastlagt. Bemeerk altsa, at i rumtiden er “afstanden” fra begyndelses-
punktet til enhver af de pa hyperblerne afbildede begivenheder den samme (nemlig 1).
At det selvfglgelig forekommer anderledes ved betragtning af diagrammet skyldes, at
repraesentationen af rumtidens geometri pa det 2-dimensionale diagram ikke er tro over
for afstande. Situationen er her til en vis grad analog til afbildingen af Jordens overflade
pa et verdenskort. Heller ikke denne repraesentation er tro over for afstande.
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2 Lorentz-transformationen

ct

\

Figur 2.7: En stang med enhedsleengden ligger i ro langs x-aksen i S. I S' har stangen
leengden |OA|, som er kortere end enhedslengden.

Anvendelser

Som et fgrste eksempel pa anvendelsen af denne grafiske repraesentation af Lorentz-
transformationen kan vi betragte den punkterede linie pa Figur 2.6, som repraesenterer
en jaevn bevaegelse med overlyshastighed af et punkt i S. Hvis vi nu forestiller os, at
hastigheden af S’ gradvist gges, vil ’- og t'-akserne lukke sig mere mod hinanden indtil
x'-aksen fgrst er sammenfaldende med og senere passerer linien. I det fgrste tilfzelde
tilsvarer punktets bevaegelse en uendelig hastighed i S'; i det sidste tilfaelde beveeger den
sig i den modsatte rumlige retning nemlig fra stgrre imod mindre z’-veerdier.

Ogsa leengdeforkortningen og tidsforleengelsen kan aflaeses af et rumtidsdiagram. Det
skraverede omrade i Figur 2.7 repraesenterer en stang med enhedslaengden i hvile pa den
rumlige xz-akse i S. I S’ bevaeger stangen sig med hastigheden —v og optager til tiden
t' = 0 stykket O.A langs 2’-aksen. Dette stykke er kortere end afstanden (langs z’-aksen)
til “kalibreringshyperblen” og stangen er dermed kortere end i S.

Pa Figur 2.8 er ct’-aksen verdenslinie for et standard-ur, som er anbragt i et punkt
med 2’ = 0, og som derfor bevaeger sig gennem S med hastigheden v. Ved B, hvor uret
krydser kalibreringshyperblen, viser uret c¢t’ = 1. Imidlertid er den tilsvarende tid ct i S
abenbart stgrre end 1. Det beveaegede ur gar altsa langsomt.

2.10.2 Aktive Lorentz-transformationer

Under den aktive synsvinkel, bevirker Lorentz-transformationen en flytning af ethvert
(verdens-)punkt (ct, z) til en ny beliggenhed (ct’, z’) i det samme diagram med ugendrede
koordinatakser. Det samme diagram kan dermed benyttes til at repraesentere S og et
vilkarligt andet system, S’. Havde vi haft at ggre med en rotation i det ssedvanlige
3-dimensionale rum omkring f.eks. z-aksen, ville punkterne have udfgrt en bevaegelse
langs et szt af cirkler defineret ved z2 + y? = konst. Under Lorentz-transformation
foregar bevaegelsen imidlertid langs et szt af hyperbler (ct)? — 22 = konst., som vist pa
Figur 2.9. Ethvert punkt ma blive pa sin hyperbel for at tilfredsstille (2.18), der med
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ct

Figur 2.8: Et standard-ur er i hvile i punktet ' = 0 og folger dermed ct'-aksen. Ved B
er der passeret én tidsenhed i S'. I S tilsvarer dette en laengere tid, hvorfor
uret gar langsom set fra S.

Figur 2.9: Under en aktiv Lorentz-transformation ligger rumtidsdiagrammets akser
fast, mens ethvert verdenspunkt forflyttes til en ny beliggenhed. Forflyt-
ningen sker langs sattet af hyperbler (ct)? — 2% = konst.

y =1y og z = 2 reducerer til (ct')? — 2’2 = (ct)? — x2. De fire kvadranter, som defineres
ved de +45° faxlles asymptoter for hyperblerne, transformerer dermed hver for sig over
i sig selv. Ligeledes transformerer de to asymptoter hver for sig over i sig selv. Pilene
pa figuren viser bevagelsesretningen for positive hastigheder v af S’ i forhold til S; des
stgrre hastighed des stgrre forflytning.
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Egenacceleration:
acceleration i det
inertialsystem, hvor
partiklen er i
pjeblikkelig hvile.

Djeblikkeligt
medfglgende
inertialsystem

2 Lorentz-transformationen

ctp

Lo

Figur 2.10: En partikel med konstant egenacceleration udfgrer en hyperbolsk bevagel-
se.

2.10.3 Eksempel: Hyperbolsk bevaegelse

Som et simpelt men vigtigt eksempel betragter vi en partikel, hvis verdenslinie i systemet
S er hyperblen
x? — At = a3 x>0, (2.27)

som findes afbildet i Figur 2.10. Som funktion af tiden, kommer partiklen altsa fra det
positive uendelig ind langs xz-aksen, hvor den ligger i gjeblikkelig hvile i x = z¢ til tiden
t = 0, hvorefter den igen forsvinder ud til det positive uendelig. Det interessante ved
partiklens bevaegelse er, at den har konstant egen-acceleration, hvor egenaccelerationen
er defineret som accelerationen i det inertialsystem, hvor partiklen er i gjeblikkelig hvile.
Idet partiklen jo netop er accelereret, vil et system, der til stadighed fglger partiklens
bevagelse, ikke veere noget inertialsystem. Men til ethvert punkt pa partiklens bane
kan vi teenke os et inertialsystem, som netop til det givne tidspunkt fglger partiklen.
Dette system betegnes det gjeblikkeligt medfolgende inertialsystem. Systemet afbildet i
Figur 2.10 er abenbart partiklens hvilesystem til tidspunktet ¢ = 0.

Idet partiklen har konstant egenacceleration, er dens acceleration altsa den samme i he-
le sekvensen af gjeblikkeligt medfglgende inertialsystemer. For at indse dette betragter vi
en vilkarlig begivenhed B pa verdenslinien og foretager en aktiv Lorentz-transformation,
saledes at B bringes til at ligge pa den vandrette akse. Ved denne transformation forflyt-
tes alle begivenheder pa hyperblen, men selve hyperblen sendres ikke, idet den jo netop
transformerer over i sig selv. Begivenheden B ligger altsa efter transformationen, hvor
begivenheden A la for. Og pa samme made som vi fgr var i hvilesystemet tilsvarende
A, er vi nu i hvilesystemet tilsvarende B. Hvad end partiklens egenacceleration var i A,
har den derfor samme egenacceleration i B. Hermed er det gnskede resultat vist. Lad os
yderlige ggre den interessante iagttagelse, at en lyssignal, som afsendes langs den positive
z-akse fra begyndelsespunktet = = 0 til tiden ¢ = 0 aldrig vil na partiklen. Tveertimod
vil lyssignalet til stadighed befinde sig i afstanden zg fra partiklen set fra sekvensen af
pjeblikkeligt medfelgende inertialsystemer.
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Gennemregnede eksempler til Kapitel 2

Gennemregnede eksempler til Kapitel 2

2.1

2.2

To inertialsystemer, S og S' bevaeger sig i forhold til hinanden pa sadvanlig vis. Et
ur, der i S er fast knyttet til punktet x = xo, moder et ur, der er stationsert i S'.
De to ure viser samme tid, idet de mgdes. Find x'-koordinaten til det sidste ur.

Lad begivenheden tilsvarende de to ures mgde have koordinaterne (¢,xg) i S og
(t',2") i S'. Vived da, at t = t/, og vi sgger 2’. Ved benyttelse af Lorentztransfor-
mationen og dens inverse

t = ~(t —vxo/c?)
t =~ +va'/c?)

fas da umiddelbart ved at satte t = ¢ sammenhaengen
vr' [¢? = —vxg/c?,

og dermed resultatet

!
r = —Xg.

To inertialsystemer S og S' bevager sig pa saedvanlig vis med hastigheden v i
forhold til hinanden. I S finder to begivenheder sted samtidigt i (x,0,0) og (0,0,0).
IS er de to begivenheder adskilt med tiden T'. i) Vis, at den rumlige afstand mellem
begivenhederne i S' er /x? + ¢2T?2. ii) Bestem hastigheden v udtrykt ved x og T.

i) Vi benytter identiteten (2.19)
N2 — A% — AyY'? — AZ? = AALP — Az? — Ay? — A2
som med de i opgaven opgivne stgrrelser reducerer til
AT? — A'? = 22,
hvoraf det sggte resultat fglger direkte:
Az = \/m .
Bemszerk, at vi har valgt den positive rod tilsvarende en positiv veerdi af v.
i1) Vi anvender Lorentz-transformationen
At = ~y(A —vAZ /),
som med At = 0 reducerer til
At = vAz' /2.
Ved indseettelse for At' og Az’ fas da efter omskrivning
1

V1+ (z/cT)?

Bemzerk, at idet vi under i) valgte den positive rod er v > 0.

v
C
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2 Lorentz-transformationen

2.3 Vis, at en partikel, hvis verdenslinie er givet ved (2.27), har egen-accelerationen
2
c®/xo.

Bemeerk forst, at partiklen ifslge diskussionen i Afsnit 2.10.3 har konstant egen-
acceleration. Vi kan derfor bestemme egenaccelerationen fra beveaegelsesligningen
(2.27) ved at bestemme accelerationen i et punkt, hvor partiklen ligger i hvile.
Dette ggr den abenbart til tiden t = 0, og vi sgger derfor partiklens acceleration
til dette tidspunkt.

Differentiation af (2.27) giver
2zdz — 2c%tdt = 0

hvoraf
ar_ e
dt  z°

Heraf fas accelerationen ved at differentiere med hensyn til tiden

d%x 91 tdx
—=c-—-—=——].
dt? r x?dt

Egen-accelerationen — altsa accelerationen til tiden t = 0 — er da
g = ¢/,

idet jo g = z(t = 0).

Opgaver til Kapitel 2

2.1 Den inverse Lorentz-transformation. Invertér Lorentz-transformationen (2.13) og
find derved den inverse transformation (2.14).

2.2 Samtidighed. Vis ved anvendelse af Lorentz-transformationen, at to begivenheder,
der er samtidige i S (¢; = t2), men foregar i forskellige punkter (z; # z2), ikke er
samtidige i et andet inertialsystem S’

2.3 Findes der nogen iagttager, for hvem Casars dgd og Kristi fodsel er samtidige?
Ceaesar blev myrdet ar 44 f.Kr., og afstanden fra Rom til Betlehem kan seettes til
2300 km.

2.4 To begivenheder har i inertialsystemet S koordinaterne (cty, z1, 41, 21) = (L, L, 0,0)
og (ct2, T2, Y2, 22) = (L/2,2L,0,0).

a) Der findes et inertialsystem, S’, i hvilket disse begivenheder er samtidige. Find
hastigheden af S’ i forhold til S.

b) Hvad er den falles tidskoordinat, ', for disse begivenheder i S’?
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Opgaver til Kapitel 2

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

2.10

Bemaerk: I denne opgave opgives ikke begivenhedernes tidskoordinater, ¢, direkte.
Derimod opgives ct, som jo er en leengde, nemlig afstanden lyset tilbagelsegger i
tiden ¢. Da imidlertid c er en konstant, er det selvfglgelig sekvivalent at opgive enten
t eller ct. Med de i opgaven opgivne storrelser folger, at t; = L/c og to = L/2c.
Dette kan med fordel anvendes, hvis den oprindelige notation volder problemer.

To inertialsystemer, S og S, bevager sig i forhold til hinanden pa ssedvanlig vis.
S" har hastigheden 0.6 ¢ i forhold til S.

a) En begivenhed sker i S til tiden ¢; = 2 x 1077 s i et punkt med z; = 50 m.
Til hvilket tidspunkt sker begivenheden i S’ ?

b) En anden begivenhed sker til tiden to = 3 x 1077 s i et punkt med z9 = 10 m.
Bestem tidsforskellen mellem de to begivenheder i S'.

For en begivenheds to ikke-trivielle koordinater kan vi veelge ct og . Hermed regner
vi bade tiden og positionen i leengdeenheder, altsa f.eks. meter. Vi kan da opfatte
ct og x som komponenterne af en to-dimensional sgjlevektor. Vis, at de tilsvarende
koordinater i S’ da er givet ved en matriceligning, hvor transformationsmatricen

tager formen
1 -p

To inertialsystemer S og S’ beveaeger sig pa ssedvanlig vis med hastigheden v i
forhold til hinanden. Lad i S’ alle ure i koordinat-gitteret udsende et glimt til samme
tidspunkt. Vis, at man ved iagttagelse af dette feenomen fra S, vil se glimtene
udbrede sig langs den positive z-akse med hastigheden c?/v.

hvor 8 =wv/ec.

Vi betragter to begivenheder (ct,z,y,z), der i et inertialsystem S er givet ved
(0,0,0,0) og (1,2,0,0), hvor enhederne overalt er meter. Find hastigheden af iner-
tialsystemer i standardkonfigurationen saledes at i) begivenhederne er samtidige;
i) den anden kommer for den forste med én leengde-enhed (ct-enhed). Findes der
et system, hvor de to begivenheder foregar i samme punkt?

[Se bemeerkningen efter Opgave 2.4.]

Vis, at hyperblerne c¢?t?> — 22 = a? og c*t? — 2> = —b? begge har asymptoterne

x = +ct uafheengigt af veerdierne af a og b.
Systemet S’ beveaeger sig pa ssedvanlig made med hastigheden v = 0.577 ¢ med
hensyn til systemet S.

a) Tegn et rumtidsdiagram (som i Figur 2.6) der viser de to systemers indbyrdes
bevaegelse. Benyt for bade x- og ct-aksen en skala der gar fra 0 til 4 meter
(hvad er da skalaen for t-aksen?). Afmeerk skalaen pa z'- og ct’-akserne.
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2 Lorentz-transformationen

b) Afsaet begivenheden med koordinater (x = 3 m, ¢t = 2 m) pa diagrammet.
Aflees sa preecis som muligt dette punkts koordinater (2, ct’) i S’. Kontroller
resultatet ved direkte anvendelse af Lorentz-transformationen.
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3 Relativistisk kinematik

Vi har i forrige kapitel set, hvordan Einsteins postulat om lyshastighedens invarians sy-
nes at stride mod den sunde fornuft og er i modstrid med den Newtonske kinematik. I
dette kapitel skal vi udforske den nye relativistiske kinematik, som imgdekommer begge
Einsteins postulater. Dens hovedingredienser er leengdeforkortningen, tidsforleengelsen og
den relativistiske lov for sammensasetning af hastigheder. Den sidste har den bemaerkel-
sesvaerdige egenskab, at man kan “addere” enhver hastighed til lyshastigheden og stadig
fa lyshastigheden, og at man kan addere et vilkarligt antal underlyshastigheder og stadig
altid fa en underlyshastighed. I Afsnit 2.2 sa vi ved hjelp af kvalitative betragtninger,
hvorledes relativitetsprincippet og princippet om lyshastighedens invarians matte fore
til en revideret opfattelse af grundlseggende fysiske begreber som samtidighed, leengde
og varighed. Vi skal her gennemfgre disse betragtninger pa en kvantitativ made, idet vi
ved hjeelp af Lorentz-transformationen udleder udtryk for, hvordan lseengder og tidsrum
transformerer mellem inertialsystemer. En detaljeret diskussion af samtidighedsbegrebet
udsaetter vi til Kapitel 5.

3.1 Laengdeforkortningen

Til studiet af lzengders transformationsegenskaber betragter vi en stang AB, der er an-
bragt i hvile langs x'-aksen i inertialsystemet S’, der bevaeger sig pa seedvanlig made
med hastigheden v i forhold til et andet inertialsystem S (Figur 3.1). T S’ vil stangens
endepunkter have konstante koordinater 2’ og 2%, hvis differens Az’ = af; — 2/ define-
rer stangens hvilelengde Lg. I systemet S beveeger stangens sig med hastigheden v efter
x-aksen. I dette system ma dens leengde L — undertiden kaldet vandrelengden — derfor
bestemmes i overensstemmelse med den tidligere vedtagne definition, idet der til ét og
samme tidspunkt afssettes meerker ud for stangens endepunkter. Har et sadant meerkepar
koordinaterne z (t) og zp(t), er stangens vandreleengde altsa Az = xp(t) — xa(t), hvor
det er veesentligt, at det er den samme tid ¢, der indgar i begge led. Ved at satte At =0
i Lorentz-transformationens differens-form (2.16) finder vi nu sammenheengen mellem L

og Lo
L = Lo/y= Lo\/1—v2/c2. (3.1)

Heraf fglger helt generelt, at et legeme i jeevn retliniet bevaegelse med hastigheden v i et
inertialsystem S er forkortet i dets bevaegelsesretning med faktoren /1 — v2/c2. Dette
er den tidligere omtalte lengdeforkortning. Den storste leengde forekommer séaledes i
systemet i hvilket stangen er i hvile, mens lsengden i et system, hvor stangens hastighed
narmer sig lysets, vil ga mod nul.
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AS AS

Al | B

>
xT

/
T

Figur 3.1: En stang med hvilelaengden L ligger i hvile pa x'-aksen. Stangen observeres
fra S, hvor den har den forkortede leengde L = L/~ < Ly.

Viser, at (3.1) er i formel overensstemmelse med den forkortning, som Lorentz og Fitz-
gerald oprindeligt indfgrte for at forklare den udeblevne effekt ved Michelson-Morley-
forsgget. Imidlertid har de to effekter en meget forskellig logisk status. Den oprindelige
Lorentz-Fitzgerald-effekt byggede pa en hypotese om, at en stang i bevagelse i forhold
til seteren forkortedes ga grund af en fysisk vekselvirkning mellem stangens materie og
aeteren. Derimod forudsaetter (3.1) ingen sadan hypotese og ingen seterteori, idet den
fglger af Lorentz-transformationen og dermed er en direkte konsekvens af relativitets-
princippets postulat om lyshastighedens invarians.

Eksempel 3.1 Volumenandring

Laengdeforkortningen medfgrer, at ogsa et legemes volumen vil zendres. Har vi et legeme,
der er i hvile i S’ og heri har et konstant volumen, vil en iagttager i S finde dets di-
mensioner i x-aksens retning forkortede ifglge (3.1), mens dimensionerne i y- og z-aksens
retninger er uforandrede. Hvis rumfanget af legemet i S’ er Vy, vil der altsa for rumfanget

iS gaelde
V =Wv1—-v?/c.

3.2 Tidsforleengelsen

Vi betragter igen to inertialsystemer S og S’ i standardkonfigurationen. Antag at to
begivenheder finder sted ved et standard-ur, som er i hvile i §’, og at tidsforskellen ifplge
dette ur er At’. Vi sgger nu at finde tidsforskellen, vi skal tilskrive de to begivenheder i S.
Ved at benytte den inverse af (2.16) finder vi umiddelbart, idet Az’ = 0, at At = yA?/,
eller ved at erstatte At og At’ med symbolerne T og Ty,

To

V1—02/2

Heraf fglger helt generelt, at et ur i jeevn retliniet bevaegelse med hastigheden v i et
inertialsystem S gar langsomt med faktoren /1 — v2/¢? i forhold til de synkroniserede

T =Ty = (3.2)
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Figur 3.2: Hvis et ur bevaeges fra A til B og tilbage igen til A, vil det ved tilbagekomsten
vise mindre end et tilsvarende ur, som under hele processen har veret i hvile

ved A.

standard-ure i hvile i S. Dette er den tidligere omtalte tidsforlengelse. Den hurtigste
rate forekommer altsa i et urs hvilesystem, mens raten af et ur, hvis hastighed nsermer
sig lysets, vil ga mod nul. En fysisk proces har séledes den korteste varighed i det
inertialsystem i hvilket den sker i et fast punkt. Denne tid kaldes processens egentid.

Lad os understrege, at tidsforleengelsen, ligesom lsengdeforkortningen, er en virkelig
fysisk effekt og ikke blot et tilfzeldigt udfald af vore konventioner. Ure i bevasgelse gar
virkeligt langsommere end ure i hvile. Hvis et standard-ur saledes bevaeges med jeevn
hastighed gennem et inertialsystem S langs en ret linie fra et punkt A til et punkt B
og tilbage igen, vil den forlgbne tid Ty, malt pa det bevaegede ur, veere relateret til den
forlpbne tid 7', malt pa et ur i hvile ved A, gennem (3.2), bortset fra fejl, som matte
vaere introduceret ved urets acceleration ved bevaegelsens begyndelse, retningssendring og
afslutning. Men uanset stgrrelsen af disse fejl kan deres bidrag reduceres simpelthen ved
at ggre streekningen med den jevne bevasgelse laengere. Tidsforleengelsen kan dermed, i
det mindste i teorien, verificeres gennem et direkte eksperiment, hvor der kun benyttes
ure. Et sadant eksperiment er skitseret pa Figur 3.2

Eksempel 3.2 Et rumfartseksperiment

Som et eksempel taenker vi os at udfere et eksperiment hvor en raket beveaeger sig fra
Jorden til Manen og tilbage igen, saledes at den pa sa godt som hele turen bevager sig
med den jaevne hastighed v=12 km/s. Szettes afstanden til 360.000 km, bliver tiden for
frem- og tilbage-rejsen malt pa et stationgert ur pa Jorden T = 60.000 s. Af (3.2) finder
vi at afvigelsen mellem de to ure er

10?2
T 22

1
S
V1 —v2/c?

hvor vi har raekkeudviklet y-funktionen i den lille storrelse v?/c* som i (2.15). I det
ovennaevnte tilfeelde bliver afvigelsen mellem de to ure saledes T — Ty = 8 x 10710 Ty =
5x 1077 s, og altsa yderst beskeden.

T-Ty= Ty T, (3.3)
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3 Relativistisk kinematik

For ethvert ur i jeevn bevaegelse ma den specielle relativitetsteoris love for mekanikken
(eller elektromagnetismen, eller hvad der nu end driver det aktuelle ur) i princippet vaere
ansvarlige for, at uret gar langsommere med praecis Lorentz-faktoren, v. Generelt hverken
kan eller behgver vi at forsta detaljerne bag dette; vi ved blot a priori, at sadan forholder
det sig. Som et eksempel vil vi i naeste afsnit beskrive et ur, hvis gang er baseret pa en
lysstrales udbredelse, og hvor vi derfor alene pa baggrund af lyshastighedens invarians
kan forsta urets langsommere gang.

3.2.1 Feynman-uret

Tidsforlaengelsen kan udledes uden kendskab til hverken Lorentz-transformationen, el-
ler leengdeforkortningen, ved fglgende tankeeksperiment opkaldt efter Richard Feynman
(1918-1988).

P& Figur 3.3 er afbildet et instrument forsynet med et spejl ved A og et andet ved B.
Begge spejle er vinkelrette pa instrumentets lzengderetning, og deres indbyrdes afstand
er L. Ved A er anbragt en blitz-lampe og en fotocelle. Ved hjzlp af lampen udsendes et
lysglimt, der udbreder sig i alle retninger. Den del af lyset, der nar B, kastes tilbage til A,
hvor det registreres af fotocellen, samtidig med at lysbglgen reflekteres fra A og dermed
starter en ny tur frem og tilbage. Dette vedbliver at gentage sig, saledes at fotocellen
med jeevne tidsmellemrum vil registrere et lysglimt. Fotocellen teenkes forbundet med en
teeller, der vil registrere antallet af lysglimt. Et sddant instrument kan abenbart benyttes
som et ur — et sakaldt Feynman-ur.

B 7 _ AS AS
A
!/
U PN u
/ I \
A 1
// I \\
L é/// le—‘o \\ ’l—;
/ I \
/ \
/ | \
’ [
/ | \
![ // vl ] \\ 5.
A o
T T
Figur 3.3: Feynman-uret. Figur 3.4: Feynman-uret i bevagelse.

Vi anbringer nu et Feynman-ur U parallelt med y-aksen i inertialsystemet S, og et
identisk ur U’ parallelt med 3/-aksen i systemet S'. Tagttageren i S og iagttageren i S’ vil
da veere enige om afstanden mellem spejlene, idet instrumentet bevaeges vinkelret pa sin
leengderetning. Lad os antage, at de to ure passerer hinanden lige i det @jeblik, da der
udsendes et glimt fra spejlet A. Nar fotocellen derefter registrerer glimtets tilbagekomst
til A vil situationen veere som vist pa Figur 3.4. I mellemtiden har iagttageren i S haft et
lyssignal lgbende frem og tilbage i sit ur U. Da lyshastigheden er uafhaengig af retningen,
varer op- og nedturen lige lang tid Ty, saledes at der gaelder 2L = 2¢Ty. Ganske pa samme
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made vil iagttageren i S’ beskrive det, der er sket i hans ur U’. Nar derimod iagttageren
i S skal beskrive det, der sker i U’, ma han tage hensyn til dette urs beveegelse, hvorfor
lysvejen er givet ved den punkterede linie pa figuren. Han far da umiddelbart relationen

AT? = °T? + C2T02,

der forer direkte til udtrykket (3.2) for tidsforleengelsen.

3.2.2 Sammenhangen mellem lengdeforkortning og tidsforleengelse

Mens en malestok i bevaegelse vil forkortes, vil varigheden af en proces forleenges. Det-
te reciprokke forhold mellem leengder og tidsrum kan ogsé begrundes direkte, idet vi
kan slutte os til tidsforleengelsen alene ud fra laeengdeforkortningen. For at indse dette
betragter vi en stang med hvileleengden Lg anbragt i hvile pa z-aksen i systemet S. I
forhold til S’ bevaeger den sig med hastigheden —wv efter x’-aksen, og vi vil nu betragte
stangens passage forbi begyndelsespunktet O’ af S’. Set fra S’ foregar de to begivenheder
tilsvarende endepunkternes passage af O’ i samme punkt, hvorfor tiden T mellem dem
tilsvarer egentiden for processen. Denne tid ma veere lig med forholdet mellem stangens
leengde L og dens fart v, altsa

T L Lopy1—v2/c?
P

v (Y

Y

hvor vi har benyttet udtrykket (3.1) for leengdeforkortningen.

Vi betragter nu situationen fra systemet S og spgrger om, hvor lang tid det tager for
O’ at passere forbi stangen fra den ene ende til den anden. Da hastigheden af O er v og
stangens leengde Ly, er dette tidsrum bestemt ved

==

T

Af disse to udtryk fremkommer udtrykket (3.2) for tidsforleengelsen direkte.

3.2.3 Accelererede ure

For accelererede ure er situationen mere kompliceret end for ure i jeevn bevaegelse. De
fleste makroskopiske ure virker darligt under accelererede beveaegelser (taenk blot pa born-
holmerur i et S-tog). Det er imidlertid en eksperimentel kendsgerning, at ure, hvis funk-
tion er direkte knyttet til mikro-fysiske processer sa som atomare overgange eller henfald
af elementar-partikler, er upavirkede af acceleration. I forleengelse heraf defineres et ideelt
ur som et ur, hvis gang ikke afhaenger af accelerationen, men kun af dets gjeblikkelige
hastighed i overensstemmelse med (3.2). Lad os forestille os et gitter af synkroniserede
standard-ure i et inertialsystem S og et ideelt ur, som foretager en vilkarlig bevagelse
gennem dette gitter og derved stgt taber tid i forhold til de faste ure. Aflaest pa det
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3 Relativistisk kinematik

bevaegede ur er den totale tid for bevaegelsen, som i S starter til tiden ¢; og slutter til
tiden to, dermed

T2 2
ATE/ dT:/ V1—v2/c?dt, (3.4)
T t1

1

hvor ¢ er tiden og v er hastigheden i S, og hvor vi har introduceret stgrrelsen 7, som
er egentiden for beveegelsen, altsa tiden pa det ideelle ur, som folger med beveegelsen.
Undervejs har vi benyttet sammenhaengen dr = /1 — v?/c? dt, som er udtrykket (3.2)
for tidsforleengelsen pa differentiel form.

3.3 Eksperimentel pavisning af tidsforlangelsen

Vi skal i dette afsnit se eksempler pa, hvordan man eksperimentelt har kunnet pavise
den relativistiske tidsforleengelse.

3.3.1 Eksempel: Direkte pavisning af tidsforleengelsen

Ved hjelp af meget praecise caesium-ure har man forsggt eksperimentelt at efterprgve
tidsforleengelsen. I ét sadant eksperiment anbragtes et caesium-ur i et fly, mens et identisk
ur blev efterladt i laboratoriet. Man lod nu flyet cirkulere i 15 timer med en hastighed af
omkring 140 m/s. Ved eksperimentets afslutning havde det luftbarne ur tabt 5.6 x 107? s
i forhold til det stationeere. Dette var i god overensstemmelse med det forventede tab pa
5.7 x 1072 s. Det skal understreges, at for sdidanne jordbaserede eksperimenter er den
generelle relativitetsteoris gravitationelle bidrag til tidsforleengelsen lige s& stor rolle som
den specielle relativitetsteoris bidrag. Eksperimentet giver dermed ikke en bekraeftelse
af den specielle relativitetsteori isoleret set, men af den kombinerede teori.

3.3.2 Pavisning af tidsforlengelsen ved hjelp af partikelhenfald

Mens en direkte pavisning af tidsforleengelsen ved hjeelp af ure er vanskelig, far man
i elementarpartikel-fysikken lgbende bekreaftelse af denne effekt gennem betragtning af
ustabile partikler. Enhver type af ustabile partikler har en karakteristisk middellevetid
og udggr dermed et naturligt ur.

Henfaldsloven for radioaktivitet siger, at hvis der til tiden ¢ = 0 findes et stort antal,
Ny, ustabile partikler af en given type, sa vil det tilbageveerende antal til tiden t veere

N(t) = Noexp(—t/T), (3.5)

hvor 7 er middellevetiden for den givne partikeltype. Specielt ser vi, at til tiden ¢t = 7
er antallet af partikler formindsket til Ny/e, hvor e ~ 2.72 er basis for den naturlige
logaritme. Disse udsagn er selvfglgelig af statistisk natur, idet man ikke kan forudsige
levetiden til den enkelte partikel. Ydermere er N(¢) heltallig, og kan dermed ikke eksakt
folge den jeevne eksponentielt aftagende opfersel. Henfaldsloven gaelder saledes strengt
taget kun i greensen, hvor antallet af partikler er uendelig.
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3.3 Eksperimentel pavisning af tidsforlaengelsen

Henfaldsloven geelder i partiklernes hvilesystem. Vi vil nu undersgge forholdene, nar
partiklerne er i bevaegelse i forhold til iagttageren. Til dette brug betragter vi et stort
antal partikler af en given type, der beveaeger sig i samme retning med farten v i labo-
ratoriet. I tiden ¢ bevaeger partiklerne sig vejleengden [ = vt. Antallet af tilbagevaerende
partikler efter vejleengden [ er derfor

N(l) = Noexp(=Il/)), (3.6)

hvor A angiver middelvejleengden partiklerne tilbageleegger for de henfalder. Set fra labo-
ratoriesystemet vil partiklernes middellevetid ifglge (3.2) veere forleenget med ~-faktoren.
Middelvejleengden bliver dermed

A =yt = vyfer (3.7)

Eksempel 3.3 Intensiteten af en pion-strale

Som et konkret eksempel betragter vi ladede pioner, som er elementarpartikler med en
masse pa 276 elektronmasser. De dannes f.eks. nar man bombarderer atomkernerne i et
stof med meget energirige protoner fra en accelerator. Pionerne er ustabile med middelle-
vetiden T = 2.6x 1078 s. I laboratoriet produceres pionerne med meget store hastigheder,
der f.eks. kunne veere 99% af lyshastigheden. Middellevetiden i laboratoriesystemet vil
derfor vaere forleenget med faktoren v = 1/vV'1— 0.992 ~ 7.1 til y7 = 1.87 x 10~ 7 5. At
dette faktisk er tilfaeldet, konstaterer man ved at iagttage pionernes middelvejleengde,
som i det aktuelle tilfzelde bliver A = vSct = 56 m. Pionstralen intensitet formindskes
saledes til 1/e af den oprindelige vaerdi pa en streekning af 56 m.

Vi taenker os nu, at der ingen relativistisk tidsforleengelse fandtes, og spgrger da om
pionstralens intensitet 56 m fra kilden. De 56 m ville nu tilbagelaegges pa 7.1 middelleve-
tider, hvorfor intensiteten ville vacre formindsket til e="! gange den oprindelige veerdi,
eller omkring 1/1200 af denne. Dette er i modstrid med erfaringen, der viser at intensi-
teten kun er formindsket til 1/e. Vi har altsa hermed en verifikation af tidsforlaengelsen.

Eksempel 3.4 Kosmisk straling ved jordoverfladen

En lignende effekt kan iagttages ved de muoner, som dannes i de gvre lag af Jordens
atmosfaere som et resultat af den kosmiske straling. Den kosmiske straling, som stammer
fra kilder udenfor solsystemet, bestar hovedsagligt af hgjenergetiske protoner. Nar disse
kolliderer med atomkernerne i den gvre atmosfzere dannes adskillige pioner. Ved disses
forholdsvis hurtige henfald dannes bl.a. muoner, som har en levetid pa T = 2.2 x 1079 s.
Deres levetid er altsa omkring 100 gange laengere end pionens. Fandtes der ingen tidsfor-
leengelse, ville disse muoner derfor med lyshastighed kun na at beveege sig vejleengden
cT ~ 660 m ned gennem atmosfaeren, og deres intensitet ved jordoverfladen ville have
veeret yderst ringe. Nar de alligevel pavises ved jordoverfladen med en forholdsvis hgj in-
tensitet, I ~ 1 cm™? min~!, er dette igen en virkning af den relativistiske tidsforlsengelse.
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3.4 Tvillingeparadokset

Ingen fremstilling af relativitetsteorien ville veere komplet uden at nsevne det notoriske
ur- eller tvillingeparadoks. “Paradokset”, som tager sigte pa at tilbagevise tidsforlaen-
gelsen som et aegte fysisk feenomen, udspringer af situationen, vi diskuterede ovenfor,
hvor et ur, der transporteres fra A til B og tilbage igen, viser en mindre tid ved tilbage-
komsten end et ur i konstant hvile ved A. Ofte prydes historien ved, at urene erstattes
med to tvillinger, hvoraf den rejsende er yngre end den tilbageblevne ved genforeningen.
Paradokset fremkommer ved at haevde, at al bevaegelse er relativ, og at den rejsende der-
med med lige s& stor ret kan heevde, at det var den tilbageblevne, der blev accelereret,
bevagede sig vaek og kom tilbage igen, og at derfor denne, og ikke ham selv, skulle vaere
den yngste ved genforeningen. Modstriden tyder pa en fejl i reesonnementet, og det er
da heller ikke vanskeligt at se, hvor tankegangen er forkert. Sagen er, at hvor hastighed
virkelig er et relativt begreb, s& er acceleration det ikke. Acceleration kan males absolut.
De to tvillinger er altsa ikke ligeberettigede: Tvillingen i hvile ved A befinder sig sted-
se 1 et inertialsystem; tvillingen, der rejser fra A til B og tilbage, befinder sig kun i et
inertialsystem i den jeevne del af bevaegelsen.

Eksempel 3.5 Tvillingeparadokset: En returrejse til Alpha Centauri

Jordens naermeste nabo-stjerne, Alpha Centauri, ligger 4 lysar fra Jorden. Hermed menes,
at dens afstand fra Jorden tilsvarer den vejlaengde, som lyset tilbageleegger pa 4 ar, altsa
4 x 365.25 x 24 x 60 x 60 x 300,000 km ~ 3.8 x 10'% km. Lad os forestille os, at den
nyfgdte pige Stella sendes pa en returrejse til Alpha Centauri med hastigheden v = 0.8 c,
mens hendes tvillingesgster Terra forbliver tilbage pa Jorden. Rejsens varighed set fra
Jorden er da 10 ar. Ved genforeningen er saledes Terra 10 ar, mens Stella ifolge (3.2)
kun er 6 ar.

Ovennzevnte argumentation fplger umiddelbart ved at betragte rejsen fra Jordens iner-
tialsystem. Lad os nu se, hvorledes Stella opfatter rejsen. Set fra rumskibet bevager
Jorden og Alpha Centauri sig med hastigheden 0.8 c. Stella ser da afstanden mellem de
to himmellegemer forkortet fra so = 4 lysar til s = sg\/1 —v%/c? = 2.4 lysar, hvorfor
rejsen derud varer At = 3 ar. Teenker vi os nu, at Stella kigger tilbage pa Terra under
rejsen, vil hun se, at Terra har alderen Atrera = Aty/1 —v2/c? = 1.8 ar, til det tids-
punkt hun selv ankommer til Alpha Centauri. Tidsrum i Jordens system forekommer jo
tidsforleengede set fra rumskibet. Idet vi imidlertid ved, at Stella returnerer til Jorden
til tiden t = 10 ar, kunne vi argumentere pa pracis samme vis og finde, at Stella vil
se, at Terra har alderen (10 — 1.8) = 8.2 ar, pa det tidspunkt hun selv forlader Alpha
Centauri. Men er dette ikke umuligt? Hvordan kan det ga til, at Stella vil se, at Terra
har alderen 1.8 ar, nar hun selv ankommer til Alpha Centauri og alderen 8.2 ar, nar hun
igen forlader Alpha Centauri? Hemmeligheden ligger i den accelererede del af rejsen,
hvor Stellas rumskib aendrer retning. Et resultat fra den generelle relativitetsteori siger,
at man, hvis man selv befinder sig i et accelereret referencesystem, vil opfatte, at tiden i
ikke-accelererede systemer gar hurtigere.! I tidsrummet, hvor rumskibet aendrer retning,

Dette kan forgvrigt indses udelukkende ved brug af den specielle relativitetsteori. Som et eksempel
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vil Stella da se, at Terra seldes med 10— 2- 1.8 = 6.4 ar. Og dette uanset, hvor kortvarig
den accelererede del af bevasgelsen matte veere.

Forklaringen, som Stella vil give pa, at Terra er &ldre end hende selv ved genforeningen,
er, at Terra @eldedes utrolig hurtigt i det korte tidsrum, hvor hun selv fglte accelerationen,
som fik hende til at returnere mod Jorden.

3.5 Transformation af hastigheder

Lad os endnu engang betragte to inertialsystemer S og S’ i standardkonfigurationen, og
lad 4 betegne den gjeblikkelige hastighed i S af en partikel eller et geometrisk punkt (for
ikke at udelukke muligheden af u > ¢). Vi gnsker at finde hastigheden @' af dette punkt
i S’. Som i den klassiske mekanik definerer vi

L _ (dx dy dz
U = (Ug, Uy, Uz) = <dt’ e dt)’ (3.8)
0og
N do’ dy’ d7/
@ = ) = (G G ) (39

Vi begynder med z-koordinaten og finder ved anvendelse af den differentielle form af
Lorentz-transformationen (2.17)
u,_dx'_ dr —ovdt dz/dt — v Uy~
Toodtr dt —wvdz/c2 1 — (dz/dt)(v/c?) 1 —ugv/c®’
hvor sidste skridt fglger af definitionen (3.8). Ved at behandle de gvrige koordinater pa
tilsvarende vis finder vi transformationsligningerne

, Uy — U , Uy , Uy
Yo =77 uzpv/c?’ Uy = v(1 —ugv/c?)’ Uz = v(1 —ugv/c?)’ (3.10)
Undervejs har vi ikke gjort antagelser om at hastigheden @ var jeevn, og udtrykkene vil
derfor gaelde helt generelt, altsa for den gjeblikkelige hastighed i en vilkarlig bevaegelse.
Bemeerk ligeledes hvordan de fundne udtryk reducerer til de klassiske udtryk (1.5) for
sma hastigheder v < ¢, eller hvis vi formelt lader ¢ — oo.

Vi opnar nu de modsatte transformationer ved, som nar vi gar fra (2.13) til (2.14), at
erstatte v med —v i (3.10), altsa

/ / /
Uy +v uy U

T Fue/) T At ue/e)

SR T - , 3.11
T/ T A+ /) (311

Uy

Disse sidste udtryk kan alternativt tolkes saledes, at de giver den resulterende hastighed,
4, hvis man forst tildeler en partikel hastigheden ¥ = (v,0,0) og dernaest, i dets nye
hvilesystem, en ny hastighed @' = (u/,, uy,, u,). De betegnes derfor ofte som formlerne for
sammensetning af hastigheder.

ville man abenbart, hvis man fulgte muonen i Opgave 5.9, se laboratorieuret ga hurtigere end sit
medfglgende ur.
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3.5.1 Parallelle hastigheder

Vi behandler her det vigtige specialtilfzelde, hvor en bevaegelse i S er parallel med z-
aksen, og dermed i S’ parallel med x’-aksen. Dens hastighed i de to systemer er dermed
henholdsvis u = u, og v’ = u/,. Transformationen (3.10) reducerer da til

, U—v
= 3.12
R /2’ (3:12)
mens den omvendte transformation bliver
u 4 v
= — 3.13
R /c? (3:13)

Lad os en sidste gang kontrollere at vore transformationer tilfredsstiller Einsteins for-
udsatning om at lyshastigheden er den samme i alle inertialsystemer. Til dette, betragter
vi en lysstrale der bevaeger sig med hastigheden v’ = ¢ efter 2’-aksen i S’. Ved benyttelse
af (3.13) finder vi umiddelbart at lysstralens hastighed i S er u = ¢ i overensstemmelse
med forudsaetningen.

3.5.2 Stgrrelsen af sammensatte hastigheder

1/2 og u =

Idet hastighedernes stgrrelser i S og S’ er henholdsvis u = (u2 + “32; + u?)
(uh? + ) + u'?)'/2 er der muligt ved at indsette fra transformationsformlerne (3.10)
eller (3.11) at finde sammenhsengen mellem w og u'. Vi vil imidlertid her ga en anden

vej, som er aritmetisk enklere. Lad os starte med at gentage sammenhaengen (2.26)
dt'?(c® —u'?) = dt*(? — u?), (3.14)

som betyder, at u < ¢ medforer u’ < ¢, og omvendt; at u = ¢ medforer v’ = ¢, og omvendt;
og at u > ¢ medfgrer v’ > ¢, og omvendt. Altsa resulterer enhver sammenssetning af to
hastigheder, der er mindre end ¢, i en ny hastighed, der ligeledes er mindre end c. Sa lige
meget hvor mange hastighedsforggelser en partikel tildeles i dens successive hvilesystemer
(altsa rackken af inertialsystemer i hvilken partiklen er i gjeblikkelig hvile), sa vil den
aldrig opna lyshastigheden.

Ved at benytte den inverse af Lorentz-transformationen (2.17) til at substituere for d¢
og undervejs benytte, at da’ = u/dt’, tager (3.14) formen

dt'?(c® —u'?) = dt'? 42 (v) (1 + ulv/c?)? (* — u?). (3.15)

Ved at forkorte igennem med dt’? fas efter omskrivning fplgende transformationsligning
for u?, kvadratet pa hastigheden:
2 2 (¢ —u'?)(c* =)

—ut = . 1
ot A (1+uv/c?)? (3.16)

Bemeerk, at u/,v = @ - T, og at hgjresiden saledes er symmetrisk i @ og ©. Dette betyder,
at stgrrelsen af den resulterende hastighed, 4, er den samme uanset i hvilken rackkefplge
vi sammensaetter to vilkarlige hastigheder, ¥ og .
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— uCC

Figur 3.5: En partikels bevaegelse danner i S vinklen 0 med x-aksen. Den tilsvarende
vinkel i S’ findes umiddelbart ved anvendelse af transformationsligningerne
for hastigheder.

3.5.3 Transformation af y-funktionen

Ved benyttelse af sammenhzengen c? — u? = ¢?/9?(u), som fglger direkte af udtrykket
(2.12) for y-funktionen, og tilsvarende for v’ og v kan vi introducere de tre y-funktioner
i (3.16). Ved herefter at uddrage kvadratroden finder vi fglgende nyttige sammenheeng,
som angiver hvordan «-funktionen for en partikel i beveegelse transformerer fra et iner-

tialsystem til et andet:
/

() =)t (145 (3.17)

C

Som ved tidligere lejligheder finder vi den omvendte transformation ved at erstatte v
med —wv, altsa

W) =1(0)1(w) (1= 257) (3.18)

Bemerk, at vi for ovennaevnte sammenhaenge implicit har begraenset os til hastigheder
mindre end lysets, da y-funktionen ellers ikke er defineret.

3.5.4 Eksempel: Retningen af en bevaegelse

Vi vil her finde sammenhaengen mellem de vinkler 6 og 6, som en hastighedsvektor
danner med z- og x’-aksen, nar disse vinkler bedgmmes fra to inertialsystemer, S og S'.
Lad, som pa Figur 3.5, bevaegelsen forega i xy-planet, og derfor ogsa i z'y/-planet. Vi
benytter da (3.10), hvor vi saetter v, = u, = 0. Vinklerne 6 og 0’ er da givet ved

/

Uy u
cot = —, og cot = —
Uy uy,

Forholdet w;, /u; findes ved at dividere den forste ligning i (3.10) med den anden, altsa

cot @' = ~ycotd (1 — chs@) . (3.19)
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Gennemregnede eksempler til Kapitel 3

3.1

3.2

54

En muon har middellevetiden 2.2 x 10=% s. Muoner dannes i de hgjere lag af
atmosfaren; de er efterkommere af pioner, der dannes nar den primere kosmiske
straling fra verdensrummet stgder mod atomkerner i atmosfzeren.

Antag at vi betragter muoner med middelvejlzengden 10 km. Find disses hastighed.

Generelt bevaeger en partikel med levetiden 7 sig vejleengden d = yor = ~vfBer i
laboratoriet for den henfalder. Vejlzengden er altsa proportional med 5. Vi sgger
her hastigheden, altsa 3. Lad os veere generelle og foretage folgende omskrivning,
som let eftervises,

1
=
Hermed er

L _d
B2-1 T

hvoraf 12
cT\2|

8= [1 + (3) } . (3.20)

Ved indsattelse af de opgivne talveerdier fas da det efterspurgte resultat, 5 = 0.998.

Ofte er man interesseret i partiklens v-vaerdi. Her kan vi tilsvarende foretage om-

skrivningen
57 =V 72 - 17

hvoraf nu fas
1/2

(2] 5o

Ved indsaettelse af talveerdier fas da resultatet, v = 15.2.

")/:

De fundne veerdier af 8 og v skal selvsagt stemme overens, hvilket let kontrolleres.

Et rumskib rejser vaek fra Jorden med hastigheden c/2. Pa et tidspunkt udsender
den en redningsbad i en vinkel pa 60° i forhold til sin bevaegelsesretning med has-
tigheden ¢/3, begge malt i rumskibets inertialsystem. Find stgrrelsen og retningen
af redningsbadens hastighed malt i Jord-systemet.

Vi lader S og S’ betegne henholdsvis Jord-systemet og raketsystemet, og orienterer
x-aksen og dermed z’-aksen i rumskibets retning. Vi kan da anvende udtrykkene
(3.11) for sammensaetning af hastigheder direkte, idet v saledes angiver rumskibets
hastighed, og @ og @ angiver redningsbadens hastighed i de to systemer. Dermed
er v =¢/2, ul, = u'cost = ¢/6, og ul, = u'sinf = (v/3/6)c. Ved indsettelse fis
da

o 26 8 W3
1+l 13 Y %(1+%.%) 13



Opgaver til Kapitel 3

hvor vi undervejs har benyttet, at v = [1 — (%)2]_1/ 2 = 2/4/3. Redningsbadens
hastighed i Jord-systemet er dermed

V73
u =/ uZ+u = 13 ¢~ 0.657c,

i en retning i forhold til rumskibets beveegelsesretning givet ved

tanf = ¥ — g og dermed 0 ~ 20.6°.

Uy

Bemzeerk: Man kan benytte udtrykket (3.16) til at kontrollere, at det fundne resultat
for u er korrekt.

Opgaver til Kapitel 3

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

I sit hvilesystem har en retvinklet trekant kanter med leengden 1, 1 og v/2. Beregn
trekantens vinkler i et system, hvor trekanten bevaeger sig med hastigheden ¢/2 i
en retning parallel med den laengste kant.

En malestok med hvileleengden [y hviler i S’ og danner vinklen ¢ med z’-aksen.
Find malestokkens leengde i S.

En stang med hvileleengden ly bevaeger sig med jeevn hastighed i sin leengderetning.
Set fra S tager det tiden 7 for stangen at passere et fast punkt i S. Find stangens
hastighed.

En ustabil hgjenergetisk partikel observeres ved hjeelp af en detektor. Partiklen
efterlader et spor med leengden 1.05 mm fgr den henfalder. Partiklens hastighed i
forhold til detektoren var 0.992 c. Hvor laenge levede partiklen i sit hvilesystem for
den henfaldt?

En iagttager star pa en perron med lsengden 65 m pa en rumstation. En raket
passerer parallelt med perronen med farten 0.8 ¢ i forhold til denne. En iagttager
pa perronen ser, at raketten til et vist tidspunkt har for- og bagende ngjagtigt ud
for enderne af perronen.

a) Set fra perronen, hvor lang tid tager raketten om at passere et givet punkt
pa perronen?

b) Hvad er rakettens hvileleengde?
c) Hvad er perronens laengde set fra raketten?

d) Set fra raketten, hvor lang tid tager det for et punkt pa perronen at passere
hele rakettens leengde?
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3.6

3.7

3.8

3.9
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To planeter, A og B, antages at veere i hvile i et inertialsystem. En iagttager pa A
finder, at et lyssignal afsendt fra B til tiden t; ankommer til A til tiden ¢5. Begge
tidspunkter er malt i planeternes hvilesystem. Et rumskib bevaeger sig med jeevn
hastighed langs den rette linie, der forbinder de to planeter. En iagttager om bord i
rumskibet finder, at afstanden mellem A og B er L malt i rumskibets hvilesystem.
Bestem et udtryk for rumskibets hastighed v i forhold til planeternes hvilesystem.

De to stjerner A og B antages at veere i hvile i forhold til hinanden i et inertialsy-
stem. To eksplosioner, den ene pa A, den anden pa B, finder sted samtidigt bedgmt
af en iagttager i hvile i forhold til A og B.

Afstanden mellem A og B er 2a. Et rumskib bevaeger sig med den konstante hastig-
hed v mod B pa den rette linie, der forbinder A og B. Rumskibet antages at veere
i afstanden z < a (malt i A’s hvilesystem) fra A, nar lyssignalet fra eksplosionen
pa A modtages. Find tidsdifferencen At for modtagelsen af de to lyssignaler fra
eksplosionerne pa henholdsvis A og B malt pa et ur i hvile i forhold til rumskibet.
Resultatet gnskes udtrykt ved a, x, v og lyshastigheden c.

To rumskibe bevaeger sig veek fra Jorden i diametralt modsatte retninger begge med
hastigheden 0.7 ¢. Dermed vil deres indbyrdes afstand malt i Jord-systemet vokse
med hastigheden 1.4 c. Hvad er hastigheden af B set fra A ? Hvad er hastigheden
af Jorden set fra A?

En planet P udfgrer en inertialbevaegelse. En iagttager pa P konstaterer, at to
rumskibe A og B neermer sig hinanden pa samme rette linie, sdledes at deres
indbyrdes afstand formindskes med hastigheden (7/5) ¢, hvor ¢ er lyshastigheden.
En iagttager i A konstaterer, at B nsermer sig A med hastigheden (35/37) c.

Bestem hastighederne af rumskibene A og B, malt i forhold til P.



Opgaver til Kapitel 3

3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

En stang med hvileleengden [y bevaeger sig i sin leengderetning med hastigheden u
gennem laboratoriet. En partikel bevaeger sig langs samme linie i modsat retning
med samme fart. Hvor lang tid tager det pa laboratorieuret for partiklen at passere
stangen.

En stang bevaeger sig langs x-aksen i S med hastigheden w. Set fra S har den
lzengden L. Hvad er stangens laeengde L i det ssedvanlige system S'?

I systemet S ligger partiklen A i hvile, mens partiklen B bevaeger sig med has-
tigheden u. Vi betragter nu et system S’, som bevaeger sig med hastigheden v i
forhold til S. Find veerdien af v saledes, at partiklerne i S’ beveeger sig med lige
store og modsatrettede hastigheder i tilfeelde af (a) Galilei-transformationen; og
(b) Lorentz-transformationen.

En radioaktiv atomkerne bevager sig med med konstant hastighed 0.240 ¢ gennem
laboratoriet. Atomkernen henfalder ved udsendelse af en elektron.

a) Antag forst, at elektronen har hastigheden 0.780 ¢ malt i kernens hvilesystem.
Find elektronens hastighed (stgrrelse og retning) i laboratoriesystemet i fgl-
gende tilfeelde:

i) Elektronen udsendes i kernens bevaegelsesretning;

ii) Elektronen udsendes vinkelret pa kernens bevagelsesretning set fra ker-
nens hvilesystem;

b) Antag dernaest at elektronen i laboratoriesystemet udsendes vinkelret pa ker-
nens bevagelsesretning med hastigheden 0.780 c. Hvad er i dette tilfselde elek-
tronens hastighed (stgrrelse og retning) i kernens hvilesystem?

En lyskilde i hvile i S’ udsender et lysglimt med vinklen €’ relativ til z’-aksen.
Systemet S’ bevaeger sig pa ssedvanlig vis med hastigheden v i forhold til labora-
toriesystemet S. Vis, at lysglimtet i S danner vinklen 6 med z-aksen, hvor

ccosl +wv
coslt) = ——.
c+vcosb
Antag derefter, at kilden kan bringes til at udsende lys isotropt i sit eget reference-
system. Vis, at den halvdel af lyset, som udsendes i den fremadrettede hemisfaere,
er koncentreret i en kegle med halvvinkel § = cos™(v/c) i S. Vis dernzest, at denne

vinkel, for hastigheder teet pa c, kan approksimeres med 1.

Til sidste spgrgsmal kan man eventuelt drage nytte af sammenhgengen cos? z +
[ porg ge ny g

sin?z = 1, og dernaest approksimationen sinz ~ x for x < 1.

a) To partikler nsermer sig hinanden begge med farten u langs z-aksen. Bestem
hastigheden, w, af den ene set fra den andens hvilesystem. For u/c < 1 kan
man benytte tilnsermelsen w ~ u (a + bu?/c* + ---). Bestem a og b.
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b) To partikler beveeger sig mod begyndelsespunktet begge med farten u. Den
ene beveaeger sig langs x-aksen, den anden langs y-aksen. Bestem hastigheden,
w, af den ene set fra den andens hvilesystem. For u/c < 1 kan man benytte
tilnsermelsen w ~ u (a + bu?/c* + - - ). Bestem a og b.

3.16 En totrinsraket er saledes indrettet, at hvert trin forgger rumkapslens fart med den
samme stgrrelse u i forhold til det system, hvor raketten var i hvile for affyringen.
Rumbkapslens endelige hastighed i forhold til affyringsrampen er ¢/2. Bestem u/c.
(Tyngdeeffekter ignoreres.)

3.17 To inertialsystemer, S og S’, bevaeger sig i forhold til hinanden pa ssedvanlig vis
med hastigheden v = 0.6 c.

a) En foton beveeger sig i S i en retning der danner vinklen 45° med xz-aksen.
Hvilken vinkel danner fotonens bane med z’-aksen i S'?

b) Samme spgrgsmal for en partikel med massen m og farten u = 0.5 c.

c) En stang er stationser i S og danner en vinkel pa 45° med z-aksen. Hvilken
vinkel danner stangen set fra S’ med x’-aksen?
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4 Relativistisk optik

Optikken er et af de omrader, hvor den specielle relativitetsteori medfgrte betydelige
forenklinger. I den forudgaende seterteori opfgrte lyset sig pa enkel made kun i atersy-
stemet, og man matte tage hensyn til, hvordan bade kilde og iagttager beveegede sig i
forhold til steren. Relativitetsteorien overflgdiggjorde steren og den rolle denne spillede
som mellemmand for lysets udbredelse: Vi ved nu, at lyset udbreder sig pa samme made
i ethvert inertialsystem, som man oprindeligt troede, det kun gjorde i setersystemet.

4.1 Doppler-effekten

Bglger, som udsendes fra en kilde, der nsermer sig, har en hgjere frekvens end bglger fra
en stationger kilde. Set fra kildens system skyldes dette, at iagttageren bevaeger sig ind
i bglgetoget. Set fra iagttagerens system skyldes det, at kilden fglger efter de udsendte
bglger og at disse dermed bliver taettere pakket. Det modsatte sker, nar kilden beveeger
sig vaek fra iagttageren. Dette faeenomen, som har faet navn efter den gstrigske fysiker
C. Doppler (1805-1853), eksisterer for alle former af bglgefeenomener sé som bglger pa
vandoverfladen, lydbglger og lysbglger.

4.1.1 Den klassiske Doppler-effekt

Vi starter med at betragte den klassiske Doppler-effekt, som forudsaetter en bglgebevae-
gelse, der udbreder sig med en konstant hastighed i et medium i hvile i et inertialsystem.
Vi kan tenke pa en lydbelge i luften, eller en lysbglge i det tomme rum. For lysbglgen
ma vi imidlertid under denne klassiske betragtning falde tilbage pa acterteorien, saledes
at vi teenker os at seteren udger udbredelsesmediet. Bolgen udsendes fra en oscillator
(lydgiver eller lyskilde) og registreres af en iagttager. Doppler-effekten viser sig da ved,
at bglgen skifter frekvens, nar oscillatoren eller iagttageren eller begge beveager sig i
forhold til mediet.
Vi betegner for en plan, monokromatisk bglge

¢ bolgens udbredelseshastighed i mediet;
oscillatorens hastighed i forhold til mediet;

v iagttagerens hastighed i forhold til mediet;

vy oscillatorens frekvens;

v den iagttagne frekvens;

hvor vi, som pa Figur 4.1, har valgt at definere hastighedernes fortegn saledes, at bade
v og w regnes positive nar oscillator og iagttager bevaeger sig vaek fra hinanden. Vi
betragter nu fglgende tilfeelde, som illustreret pa Figur 4.1:
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Figur 4.1: En oscillator udsender bglger, som registreres af en iagttager. Det antages, at
bglgerne udbreder sig med hastigheden c i et medium. Tre situationer er vist:
(1) Bade oscillator og iagttager er i hvile i forhold til mediet; (2) Oscillatoren
bevager sig, iagttageren er i hvile; (3) lagttageren bevager sig, oscillatoren

er 1 hvile.

1. Bade kilden og iagttageren er i hvile i forhold til mediet (v = 0; w = 0):
Den iagttagne frekvens er lig med oscillatorfrekvensen vy = 1/, hvor Ty er tiden
mellem udsendelsen af to pa hinanden fglgende bglgetoppe;

2. lagttageren er i hvile mens kilden bevaeger sig (v = 0; w # 0):
I tiden Ty mellem udsendelsen af to bglgetoppe bevasger oscillatoren sig stykket wTj
bort fra iagttageren. Den anden bglgetop bevaeger sig saledes dette stykke lsengere
end den fgrste, hvorfor tiden mellem ankomsten af de to bglger er

T
T:T¢#%9=%u+wﬁy

3. lagttageren bevaeger sig mens kilden er i hvile (v # 0; w = 0):
I tiden T" mellem modtagelsen af to belgetoppe bevaeger iagttageren sig stykket vT'
bort fra oscillatoren. Den anden bglgetop beveeger sig derfor dette stykke leengere end
den fgrste, hvorfor tiden mellem ankomsten af de to bglger er

T T
T=Th+2> = T=—2_
c 1—wv/c
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4.1 Doppler-effekten

I det tilfzelde, hvor bade oscillatoren og iagttageren er i bevaegelse i forhold til mediet,
kombineres argumenterne ovenfor, hvorfor tiden mellem ankomsten af to belger generelt

er
1+w/c

1—v/c’
Da frekvensen er omvendt proportional med perioden er udtrykket for den klassiske
Doppler-effekt derfor

T="T,

@:1—11/0 (1)
v l4w/e ’

Det kan umiddelbart bemaerkes, at dette udtryk ma modificeres i den relativistiske te-
ori, altsa for beskrivelsen af lysbglger. Den klassiske effekt afheenger jo netop af bade
oscillatorens (w) og iagttagerens (v) hastighed i forhold til mediet. I den relativistiske
fremstilling ma vi derimod kraeve, at den iagttagne frekvens alene atheenger af den rela-
tive hastighed af kilde og iagttager.

Indskud 4.1 Man har ofte brug for at udtrykke Doppler-effekten ved bglgeleengder sna-
rere end som ovenfor ved frekvenser. Dette opnas enkelt via sammenhangen,

(12

mellem en bglges udbredelseshastighed, ¢, balgeleengde, A\, og frekvens, v. Der er altsa
et reciprokt forhold mellem bglgeleengden og frekvensen, hvorfor udtrykket (4.1) for
Doppler-effekten umiddelbart tager formen

A 1+w/e
Ao 1—w/c’

Det reciprokke forhold (4.2) mellem frekvenser og bplgelsengder er af en ren geometrisk
natur og geaelder selviglgelig ogsa relativistiskt.

4.1.2 Den relativistiske Doppler-effekt

Vi anlaegger nu en relativistisk betragtning, idet vi gnsker at beskrive udbredelsen af
lysbglger. Vi vil imidlertid i forste omgang ga frem ved, som i det klassiske tilfeelde, at
betragte bevaegelsen af oscillator og iagttager som separate fysiske faenomener. Dette
gor vi vel vidende at de to situationer under den relativistisk betragtning ma veere
ekvivalente. Igen gar vi altsa frem ved at folge Figur 4.1:

1. Bade kilden og iagttageren er i hvile i forhold til mediet (v = 0; w = 0):

Den iagttagne frekvens er lig med oscillatorfrekvensen vy = 1/Tj.

2. lagttageren er i hvile mens kilden bevaeger sig (v = 0; w # 0):

Tiagttagerens inertialsystem er det for kilden karakteristiske tidsinterval Tj grundet
den relativistiske tidsforlaengelse forlaenget med y-faktoren (1—w?/c?)~1/2. Herefter
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4 Relativistisk optik

er argumentationen den samme som i det ikke-relativistiske tilfselde, hvorfor tiden
mellem ankomsten af to bglgetoppe er

1+w/c

V1= w2/

3. lagttageren bevaeger sig mens kilden er i hvile (v # 0; w = 0):

T =T, (4.3)

I laboratoriesystemet er tiden mellem modtagelsen af to bglgetoppe, som i det
ikke-relativistiske tilfzelde, Ty/(1 — v/c). Modtagelsen af de to bglgetoppe sker i
laboratorie-systemet i to forskellige rum-punkter, hvorfor laboratorietiden er for-
laenget med ~-faktoren i forhold til tiden i iagttagerens system, som tilsvarer egen-
tiden. Tiden i iagttagerens system er dermed

7o VI /e (4.4)

1—v/e

Betragter vi nu situationen, hvor kilden og iagttageren beveaeger sig veek fra hinanden
med den relative hastighed u, kan dette f.eks. opnas ved enten i (4.3) at saette w = u
eller ved i (4.4) at seette v = u. Ved en simpel aritmetisk omskrivning finder vi, at

14+ u/c V1—u?/c?

Ji—ajE 1-ufe

hvorfor de to udtryk (4.3) og (4.4) er identiske, som vi jo netop ma kreeve af en relativis-
tisk invariant teori. Ved f.eks. at veelge formen (4.3) for T finder vi nu fglgende udtryk
for den relativistiske Doppler-effekt

Vel /1 —u?/c? (45)

vo  l+u/c ’

Vrel 1—u/c
= . 4.6
Vo \/ 1+u/c (46)

Ved ovenstaende betragtninger er vi stiltiende gaet ud fra, at de tre hastigheder ¢, v
og w var parallelle. Vi vil nu undersgge effekten, nar dette ikke er tilfeeldet, idet vi her
indskraenker os til alene at betragte virkningen af, at kildens hastighed ikke er parallel
med bglgens. Til dette brug teenker vi os en situation, som illustreret pa Figur 4.2, hvor
iagttageren er i hvile i begyndelsespunktet af et inertialsystem S, mens kilden befinder
sig pa den positive z-akse. Kilden bevaeger sig med hastigheden u, som danner vinklen o
med z-aksen. Afstanden mellem kilde og iagttager teenkes at vaere meget stor, saledes at

som ogsa kan skrives pa formen

Ikke-parallelle hastigheder
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4.1 Doppler-effekten

A /
S /
i
[0
[ 4 >
/ 7/ X
% 7%
&% / 9
S ’ %
& / S
®/~ 7/ O/~
/
’

Figur 4.2: Oscillatoren bevaeger sig i en retning, som danner vinklen o med forbindel-
seslinien mellem iagttageren og oscillatoren.

kildens beveegelse i det betragtede tidsrum er forsvindende i sammenligning. Idet tids-
forleengelsen mellem kildens og iagttagerens inertialsystemer ikke athzenger af retningen
af u, vil iagttageren ligesom i det parallelle tilfaelde opleve tiden mellem udsendelsen
af to belgerflader forleenget med faktoren v = [1 — u?/c?]~Y/2 til 4Tp. T dette tidsrum
bevaeger kilden sig stykket vTpu cos a veek fra iagttageren. Tiden mellem modtagelsen

af to bglger er derfor
1
7 L+ /) cosa (@7

JI-@E

og det generelle udtryk for den relativistiske Doppler-effekt er dermed

Vel \/1—u?/c2 1 (4.8)

vo 1+ (u/c)cosa ~[1+ (u/c)cosal’

Specielt kan det bemeerkes, at vi for a« = 7/2 har en transversal Doppler-effekt, som er

bestemt ved
rans 1
Prans _ 1 —w2/c? = - (4.9)

0] Y

Det indses let, at den transversale Doppler-effekt udelukkende skyldes den relativistiske
tidsforleengelse, og at en tilsvarende effekt ikke er til stede i den klassiske beskrivelse.

4.1.3 Relativistisk versus klassisk Dopplereffekt

Vi vender nu tilbage til det en-dimensionale tilfzelde for at undersgge ngjere hvordan
den relativistiske Doppler-effekt adskiller sig fra den klassiske. I det klassiske tilfzelde
afhaenger effekten af hvorvidt det er kilden eller iagttageren der beveeger sig i forhold
til mediet. I det tilfeelde, hvor iagttageren er i hvile mens kilden beveaeger sig bort med
hastigheden 3 = u/c, er forholdet mellem den iagttagne og den udsendte frekvens ifglge

(4.1) givet ved

v 1 1 9
;0_714-&_1 B+ pB“+... (4.10)
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4 Relativistisk optik

I det modsatte tilfzelde, hvor kilden er i hvile mens iagttageren beveaeger sig bort, fas
—=1-5. (4.11)

De to udtryk er identiske til fgrste orden i 3, men adskiller sig til anden orden. For
den relativistiske Doppler-effekt skelnes ikke mellem bevaegelse af kilden og bevaegelse af
iagttageren, idet man i begge tilfeelde ifglge (4.6) finder

v [1-8 _ 142
= 71+B—1 B+5B°—... (4.12)

Det kan bemszerkes, at dette udtryk er givet ved gennemsnittet af de to klassiske udtryk,
og at den relativistiske effekt udelukkende adskiller sig fra den klassiske ved led af anden
orden i 8. Da Doppler-effekten i sig selv er af forste orden i 5, vil den relativistiske
korrektion altsa for almindeligt forekommende hastigheder veere langt mindre end den
klassiske effekt.

4.1.4 Eksempel: lves-Stilwell forsgget

Skgnt sin lille stgrrelse lykkedes det i 1938 for forste gang de to amerikanske fysikere
H. E. Ives og G. R. Stilwell at pavise den relativistiske korrektion til Doppler-effekten
ved at udfere spektroskopiske malinger pa straler af eksiterede brint-atomer. Atomerne
accelereredes ved at man fgrst dannede kortlivede atomare brint-ioner, H; og H;, som
udsattes for et kraftigt elektrisk felt mellem anode og katode i et sakaldt kanalstralergr.
Efter accelerationen gendannedes atomar brint ved ionernes henfald. Speendingsforskellen
reguleredes s atomernes hastighed var u/c = 4.5 x 1073,

Anode Katode

Vi S : i v_
ANNN— @@I O—> EVAAY
—
b 1
O O
_|_ —

Figur 4.3: Kanalstralergr anvendt af Ives og Stilwell til pavisning af den relativistiske
Doppler-effekt.

Ved eksperimentet maltes frekvensen af en bestemt linie i brint-spektret. Lad denne
frekvens veere vy i et system i hvilket brint-atomerne er i hvile. Veerdien vg er da i
forvejen kendt fra spektroskopien. Spektret observeres nu fra bade anode-ende (v4) og
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4.2 Lysets aberration

katode-ende (v_) af roret, og ifglge (4.6) finder man frekvenserne

1—u/c 14+u/c
vy =1 o Vo = .
TN T & N1=u/e

For middeltallet af de to frekvenser giver den relativistiske beskrivelse altsa

Yo
V1—u?/2

Af (4.1) finder man pa tilsvarende vis, at den klassiske beskrivelse af eksperimentet ville
fore til et middeltal bestemt ved

1
Vel = 5(14 +uv_)= (4.13)

Vo

g = — 4.14
Gk wryr: (4.14)

I det foreliggende tilfeelde er vy omtrent 0.02 promille mindre end ¢, der igen er 0.02
promille mindre end .

Forsgget udfgrtes nu pa den made, at lysstralerne fra de to ender af udladningsrgret,
sammen med lys fra hvilende brint-ioner ved hjzlp af en spejlanordning sendtes ind
i et interferensspektroskop. Ives og Stilwell kunne da konstatere, at der mellem 1y og
middeltallet 7 var en forskel, som helt udelukkede den klassiske formel (4.14), men var i
overensstemmelse med den relativistiske formel (4.13).

4.2 Lysets aberration

Enhver der har provet at kgre gennem lodret faldende regn eller sne ved, at denne synes
at ramme en skrat forfra, med en vinkel der afhsenger af hastigheden, hvormed man
kgrer. En lignende effekt gor sig geeldende for lys, og er kendt under betegnelsen lysets
aberration.

Lysets aberration opdagedes i 1727 af den engelske astronom J. Bradley (1692-1762)
under sine bestraebelser pa at konstatere en arlig parallakse af fiksstjernerne og dermed
bevise Jordens bevasgelse omkring Solen. For at undga virkningerne af den atmosfeeriske
refraktion observerede Bradley hovedsageligt i neerheden af zenit. Det lykkedes Bradley
at pavise en arlig variation i positionen af stjernen + Draconis, men en nsermere analyse
viste, at fa2nomenet ikke kunne tolkes som en parallakse, idet det ikke havde maksimum
og minimum til de rigtige tidspunkter.

P& Figur 4.4 ses Jorden J i fire forskellige stillinger af sin arlige bane omkring Solen S.
Jordens akse har en konstant retning i rummet og peger derfor i alle stillinger mod
himmelpolen P. Parallaksen skulle da give sig til kende ved, at synslinien fra Jorden til
stjernen varierer, saledes at zenitdistancen z blev stgrst i december og mindst i juni.
Ved jevndggn i marts og september skulle z have en middelvaerdi. Observationerne
viste imidlertid, at variationen af z var nul i juni og december, mens z var 40" stgrre
i september end i marts. Andre stjerner viste tilsvarende forskydninger, idet de alle
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Figur 4.4: Ved en pracis observation af fiksstjernes position gennem aret kan man
eftervise lysets aberration, som er et resultat af Jordens hastighed i sin bane
omkring Solen.

omkring en middelposition udfgrte sma arlige beveegelser i elliptiske baner. Alle disse
ellipser havde samme storakse 40”, men forskellige lilleakser.

Idet Bradley indsa, at de omtalte forskydninger i alle tilfeelde var parallelle med Jor-
dens gjeblikkelige hastighed, erkendte han dem som en fglge af, at denne hastighed v
ikke er forsvindende i forhold til lyshastigheden. Dette fasnomen kaldes lysets aberration
og forstas ud fra Figur 4.5, der viser en stjerne S, som sender lys ind gennem et kikkert-
objektiv ved O. Er kikkerten i hvile vil der da dannes et billede af stjernen i objektivets
breendplan ved A. Men er kikkerten i bevaegelse med hastigheden v vinkelret pa sin
leengderetning, vil billedet af S dannes i breendplanet ved B, idet kikkerten har bevaeget
sig stykket |AB| i den tid, lyset er pa vej igennem den fra O til breendplanet. Stjernen ses
da ikke i retningen AOS, men i retningen BOS/, saledes at synslinien er forskudt vinklen
SOS’ = « i retning af kikkertens bevaegelsesretning. Denne vinkel o bestemmes let ud
fra sammenhzengen

AB| = = |0A|

hvoraf fglger

v
tana = —.
c

Da Jordens banehastighed er v ~ 30 km/s og ¢ = 300000 km/s, bliver o ~ tana ~
10~% ~ 20", svarende til at storaksen i alle aberrationsellipser bliver det dobbelte, hvilket
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4.2 Lysets aberration

sOo O¢

Figur 4.5: Grundet lysets aberration forekommer stjernen at veere i positionen S’ og
ikke i den sande position S.

AS AS

S

\]

9 U

Figur 4.6

stemmer godt med den observerede vaerdi.
Det er interessant at bemseerke, at Bradley vendte de ovenfor beskrevne argumenter
omkring og derigennem var i stand til at foretage en tidlig maling af lysets hastighed.

4.2.1 Klassisk aberration

Mere alment fas den klassiske aberrationsformel ud fra Figur 4.6, der viser to inertialsy-
stemer S og S’ med den relative hastighed ¥. En bevaegelse foregar i S’ med hastigheden
i’ under vinklen 6’ med z’-aksen. I S har den hastigheden @, der danner vinklen # med z-
aksen. Galilei-transformationen fgrer da til relationen @ = ¥+ @, mens vi af trekanterne
pa figuren far

v+ u' cos b u’ cos &/

cot = ——— og cot§ =
a a

)

hvoraf
cot v+u cosh

cot &' u' cos ¢’
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eller

cot f = cot ¢ (1 + (4.15)

o7)
u'cos@' /)’
Er der specielt tale om bevaegelsen af en lysstrale, far vi heraf ved at ssette v’ = ¢

) . (4.16)

cot 8 = cot & (1 +
ccos @’

4.2.2 Relativistisk aberration

Den relativistiske aberrationsformel fas direkte fra formel (3.19) for retningen af en be-
vaegelse, der med u = ¢ giver

cot =~y cot 0’ (1 + (4.17)

/U )
ccosf/)’

4.3 Den tilsyneladende form af bevaegede objekter

Vi skal i dette afsnit behandle spgrgsmalet om, hvilken indflydelse laeengdeforkortningen
har pa den tilsyneladende form af bevaegede objekter. Som vi har set, fglger leengde-
forkortningen direkte af den vedtagne metode til leengdemaling: leengden af en stang
defineres som afstanden mellem maerker, der samtidigt afsaettes ud for dens endepunk-
ter, idet samtidighed defineres ved hjalp af lyssignaler som omtalt i Afsnit 2.2.1.

Vi kan nu fgrst indse, at man ikke foretager nogen leengdemaling af et objekt i bevae-
gelse hverken ved at betragte det med @jet, eller ved at fotografere det med et kamera. I
begge tilfzelde afbildes objektet (pa nethinden eller pa filmen) ved hjeelp af lysstraler, der
afgar fra de forskellige punkter A, B, C, ... af objektet, og ankommer til de tilsvarende
billedpunkter A’, B, C’, ... pa nethinden eller pa filmen pa samme tid. I almindelighed
vil de straler, der samtidigt ankommer til billedpunkterne, ikke veere afgaet samtidigt
fra genstandspunkterne. For et objekt i bevaegelse kan man derfor ikke betragte afstande
pa billedet som proportionale med de tilsvarende afstande pa genstanden, der altsa pa
grund af sin bevagelse vil afbildes med en vis forvraengning.

Hvorledes denne forvraengning vil ytre sig kan vi indse ved, som pa Figur 4.7, at
betragte en terning ABCDEF, hvis kanter har hvileleengden [y. Det antages at terningen
beveeger sig med hastigheden v parallelt med kanten AB, og at iagttageren befinder sig
langt borte i retning af fladen ABCD’s normal.

Vi betragter forst situationen ikke-relativistisk. Der er da ingen lsengdeforkortning,
hvorfor iagttageren vil opfatte forfladen som kvadratisk med kantleengden lg. Imidlertid
vil han se sidefladen i en vis forkortning. Dette skyldes, at han samtidig med lyset fra D
ogsa vil modtage lys fra hjgrnet E, der afgik lidt tidligere pa et tidspunkt, da E befandt
sig i punktet E”. Pa Figur 4.8 er situationen vist set fra oven. Det fremgar heraf, at lyset
fra E ma afga tiden lp/c tidligere end lyset fra D for at ankomme samtidig til iagttageren.
Men i dette tidsrum har terningen bevaeget sig stykket

E'E = [ 2.
C
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Figur 4.7 Figur 4.8

Billedet af terningen vil derfor blive som vist pa Figur 4.9 og altsa besta af et kvadrat
A’B'C’'D’ med kanten ly, og et rektangel med bredden lyv/c og hgjden ly. Eftersom
iagttageren altsa bade ser forfladen og sidefladen af terningen vil han opfatte den som
drejet en vinkel ¢, der af Figur 4.10 ses at vaere bestemt ved

) v
sing = —.
c

Men tillige vil han slutte, at kanten DC er lsengere end ly. For efter en drejning pa vinklen
¢ skulle DC vise sig med leengden

DD” = Iy cos ¢ = Iy /1 — v2/c2.

Da kanten DC viser sig med leengden [y, vil iagttageren altsa slutte, at den i virkeligheden

har leengden
lo

Jl_oj&

der altsa takket veere drejningen viser sig som

I =

l1 cosop =y

Ved anlaeggelsen af en ikke-relativistisk betragtning, vil iagttageren med andre ord ikke
opfatte en forbipasserende terning som en terning, men som et parallelepipedum med
kantleengden [y og [; som vist fra oven pa Figur 4.10. Pa lignende made kan man vise, at
en kugle tilsyneladende vil trackkes ud i bevaegelsesretningen og afbildes med et elliptisk
omrids.

Vi betragter derefter faenomenet relativistisk. Vi ved da, at kanterne AB og DC pa
grund af leengdeforkortningen reduceres til

l=1lo\/1—02%/c3,

mens kanterne vinkelret derpa er usendrede. Men ved igen at betragte Figur 4.10 ser
vi, at [ netop er den laengde, hvormed terningkanten DC = [ vil vise sig efter en drej-
ning pa vinklen ¢. Takket veere leengdeforkortningen vil en iagttager altsa stadig se en
forbipasserende terning som en terning, der blot er drejet en vis vinkel.
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E D’ c
bla |1 rgd 2
lo (v/c) lo
F/ A/ B/
Figur 4.9 Figur 4.10

Man kan vise, at dette resultat gaelder ikke blot for terninger, men for legemer af

en vilkarlig form. Alle legemer vil derfor beholde deres tilsyneladende form uafheengigt
af deres bevaegelse. Dette ma naturligvis ikke tolkes sddan at lsengdeforkortningen ikke
eksisterer. Tvaertimod — det er netop dens eksistens der bevirker en kompensation af den
forleengelse af billedet, der skyldes lysets endelige hastighed.

Vi har ovenfor stiltiende forudsat, at lysstralerne fra forskellige punkter af objektet

til iagttageren var parallelle, dvs. at objektet kun spaender over en lille rumvinkel set
fra iagttagerens plads. Er dette ikke tilfaeldet, vil der fremkomme forvraengninger som
folge af, at de tilsyneladende drejning ¢ ikke bliver af samme stgrrelse for alle legemets
punkter. Det kan dog vises, at et kugleformet legeme altid vil ses med et cirkulsert omrids.

Gennemregnede eksempler til Kapitel 4

4.1 En bilist anklages for at have kart over for rgdt lys. Til sit forsvar fremforer hun,
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at lyset syntes gront for hende p.g.a. Doppler-effekten. Hvis dette er sandt, hvor
hurtigt skal hun da have kort? [Forholdet mellem frekvensen af gront og rgdt lys
kan antages at vaere v(gront)/v(rodt) = 1.2].

Ved anvendelse udtrykket (4.6) for den relativistiske Doppler-effekt fas

hvor vy og v; er henholdsvis den udsendte (rod) og den iagttagne (gren) frekvens.
Ved indseettelse fas u/c ~ —0.180. Det negative fortegn angiver, at bilisten nermer
sig trafiklyset i overensstemmelse med fortegnskonventionen pa Figur 4.1. Bilisten
skulle altsa have kgrt hen mod trafiklyset med naesten 200 millioner kilometer i
timen.



Opgaver til Kapitel 4

Opgaver til Kapitel 4

4.1 I denne opgave medvirker tre personer, A, B og C. A star pa Jorden, B befinder
sig pa en rumstation, der er stationser i forhold til Jorden, og C er om bord i en
rumraket pa vej fra Jorden til rumstationen med farten 0.6 ¢ relativ til A og B. A
udsender et radiosignal med retning B og C hver 6. minut.

a) Med hvilken tidsinterval modtager B signaler fra A?
b) Med hvilken tidsinterval modtager C signaler fra A?

¢) C udsender et radiosignal med retning mod B, hver gang han selv har mod-
taget et signal fra A. Med hvilken tidsinterval modtager B signaler fra C?

4.2 En af de mest markante spektrallinier i brintspektret er den rgde H,-linie med
bglgeleengden 656.1 nm.

a) Ved hvilken bglgeleengde vil en iagttager pa Jorden se denne linie, hvis den
udsendes fra en stjerne, som fjerner sig med hastigheden 3000 km/s?

b) Find den observerede bglgeleengde for H,-linien fra et rumskib, der fjerner
sig fra Solen med en hastighed pa a) 0.01¢, b) 0.1¢, og ¢) 0.9 c. Gennemfgr
beregningerne savel ikke-relativistisk som elativistisk, og sammenlign resulta-
terne.

c) En optagelse at solspektret fra modsatte sider af Solens sekvator viser, at Hy,-
linien afviger med 18 x 10712 m pa de to optagelser. Antag at effekten skyldes
Solens rotation. Find Solens omdrejningstid, nar Solens radius er 1.4 x 10® km.

4.3 En iagttager er i hvile i punktet A pa en planet P. Planeten er i hvile i et inertial-
system, som er bestemt ved det pa figuren antydede koordinatsystem.

ARV
N

Et rumskib R bevaeger sig med den konstante hastighed v i xy-planet i en retning
der er parallel med y-aksen. I det gjeblik R passerer koordinatsystemets z-akse,
udsendes der fra rumskibet et lasersignal, parallelt med z-aksen, rettet mod A.
En iagttager i R noterer sig bglgelzengden af det udsendte lys. lagttageren i A
modtager lyssignalet og noterer sig ligeledes bglgelseengden. Den ene iagttager finder
bglgeleengden 6000 A, den anden finder bglgeleengden 5400 A.

Angiv hvilken bglgeleengde iagttageren i A finder, og bestem stgrrelsen af rumski-
bets hastighed v i forhold til P. Udtryk v i enheder af lyshastigheden c.
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4.4 T aret 2050 opererer en raekke rumskibe som regelmaessig transport mellem to rum-

stationer, som er adskilt med afstanden 10 lysminutter i rumstationernes hvilesy-
stem. Rumskibene er udstyret med identiske, monokromatiske for- og baglygter.
Rumskibenes hastighed v er séledes, at for en iagttager pa en af rumstationerne fo-
rekommer forlygterne pa et ankommende rumskib bla (480 nm), mens baglygterne
pa et afrejsende rumskib forekommer rgde (640 nm).

a) Bestem bglgelzengden A af rumskibenes lygter;
b) Bestem rumskibenes hastighed v;

c) Hvilken bglgelaengde vil piloten opfatte pa et modsatflyvende rumskibs for-
lygter?

d) Hvor lang tid tager en enkeltrejse set fra en af rumstationerne;

e) Hvor lang tid tager en enkeltrejse set fra et af rumskibene.

4.5 Et rumskib, R, bevaeger sig med hastigheden v = 0.6 ¢ langs den positive z-akse
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i et inertialsystem S. Idet rumskibet passerer origo, udsender det et blat lysglimt
med bglgeleengden Ay = 475 nm. Lysglimtet observeres af to iagttagere, A og B,
som er i hvile i forhold til S i positioner, der, som angivet pa figuren, sammen med
R og punktet C udggr et kvadrat.

S AV
d
Cr-——————=---- *B
|
|
|
d Ld
|
|
|
d ! .
>—> . <] >
v w
R A P

a) Bestem den observerede bglgeleengde, A, for iagttageren A.
b) Bestem den observerede bglgeleengde, Ap, for iagttageren B.

Lysglimtet observeres ligeledes fra et rumskib, P, som bevaeger sig med hastigheden
w = 0.7 ¢ langs den negative z-akse og neermer sig R.

c) Bestem den observerede bglgelaengde, Ap, for iagttageren i P.



5 Rumtiden og fire-vektorer

Vi har i de foregaende kapitler set, hvorledes opfattelsen af tiden i den specielle rela-
tivitetsteori er ngje pavirket af den relative beveegelse af iagttageren og det iagttagne
feenomen. Hvor tidspunktet for en begivenhed ifglge Galilei-transformationen er en abso-
lut stgrrelse, sker der ved Lorentz-transformationen en sammenblanding af tidspunktet
for begivenheden og begivenhedens rumlige koordinater. Denne sammenhaeng mellem
rum og tid leder naturligt til opfattelsen af tiden som en fjerde dimension. Ifglge denne
beskrivelse, som introduceredes af matematikeren Minkowski allerede i 1907, udfolder
historien sig i et 4-dimensionalt (statisk) kontinuum, som er kendt under betegnelsen
rumtiden eller Minkowski-rummet. Vi har allerede indfgrt rumtiden som begreb i Kapi-
tel 2 og skal nu fuldfgre diskussionen.

5.1 Rumtiden

Et punkt i rumtiden er karakteriseret ved et saet af fire tal (¢, z,y, 2), af hvilke det forste
definerer et tidspunkt ¢, mens de gvrige tre definerer et punkt (x,y, z) i det seedvanlige
3-dimensionale rum. Talsaettet (¢,z,y, 2) henleder saledes vor opmerksomhed pa, hvad
der sker til tiden ¢ i punktet (z,vy,2), og definerer, hvad vi allerede tidligere har kaldt
en begivenhed. En sadan beskrivelse kunne man lige sa vel have indfgrt i den klassiske
mekanik, men den ville her ikke lede til nogen ny fysisk indsigt. Det nye i den specielle
relativitetsteori er eksistensen af den invariante 4-dimensionale differentialform

ds? = Adt? — dz? — dy? — d22. (5.1)

At ds? virkelig er invariant, og altsa har samme veerdi i ethvert inertialsystem, har vi
vist 1 (2.20). Bortset fra den sserpraegede sammenblanding af plus- og minustegn minder
ds? om stgrrelsen

dr? = da? + dy? + dz?, (5.2)

som fuldstendigt karakteriserer geometrien af det ssedvanlige 3-dimensionale rum som
veerende Euklidisk. P4 samme made som dr? er invariant under enhver rotation i det
3-dimensionale rum, er ds? altsa invariant under enhver Lorentz-transformation. Og pa
samme made, som invariansen af dr? bestemmer geometrien af det 3-dimensionale rum,
bestemmer invariansen af ds? geometrien af rumtiden.

73



5 Rumtiden og fire-vektorer

|

Figur 5.1: Et eksempel pa et 3-dimensionalt rumtidsdiagram, som afbilder lyskeglen
omkring begyndelsespunktet, ¢?t?> — 22 — y?> = 0, og de to hyperboloider
t? — 22 — y% =1 (indre to-delt) og c*t> — 2% — y? = —1 (ydre).

5.2 Tre-dimensionale rumtidsdiagrammer

Vi har allerede stiftet bekendtskab med rumtidsdiagrammer i Afsnit 2.9, hvor et eksempel
pa et 2-dimensionalt diagram er vist pa Figur 2.5. Vi vil nu udvide formalismen til
at omfatte ogsa 3-dimensionale diagrammer. Gennem anvendelse af perspektiv har vi
vaennet os til afbildinger af det ssedvanlige 3-dimensionale rum pa et fladt stykke papir.
Rumtiden er 4-dimensional, og lader sig derfor pa ingen made afbilde pa papiret i sin
helhed. Lader vi imidlertid én dimension ude, f.eks. den rumlige z-retning, kan vi igen
benytte den perspektivistiske metode og danne en meningsfuld afbildning. Imidlertid ma
vi ved betragtning af et sadant diagram forsgge at kompensere for fraveeret af den sidste
rumlige dimension ved at afleese cirkler som sfaerer, planer som Euklidiske rum etc. Som
et eksempel viser Figur 5.1 hyperboloiderne

A2 — 2% — % = 41, (5.3)
som fremkommer ved en drejning af de i Figur 2.6 viste hyperbler ¢?t? —22 = +1 omkring
ct-aksen. Den indre (to-delte) hyperboloide reprzesenterer alle begivenheder, der tilfreds-
stiller ¢?t2 — 22 —y? = 1, mens den ydre hyperboloide repraesenterer begivenhederne, der
tilfredsstiller ¢?t> — 22 — y?> = —1. Idet haeldningen af en fysisk partikels verdenslinie i
forhold til lodret er et mal for partiklens hastighed, u/c, kan denne som tidligere anfort
ikke pa noget sted overstige 45°. Fotoner repraesenteres ved rette linier som danner en
vinkel pa 45° med ct-aksen.
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5.3 Lyskegler og intervaller

Figur 5.2: Til enhver begivenhed pa en partikels verdenslinie hgrer en lyskegle. Partik-
lens verdenslinie ligger inden for enhver af disse lyskegler.

5.3 Lyskegler og intervaller

Den mest grundlaeggende invariante struktur i rumtiden er sattet af sdkaldte lyskegler,
hvoraf der findes én for hvert af rumtidens punkter (begivenheder) P. En lyskegle bestar
af mzengden af verdenslinier for samtlige fotoner der passerer igennem P, eller, med
andre ord, beliggenheden af alle begivenheder Q, der kan sende lys til eller modtage lys
fra P. Begivenhederne Q tilfredsstiller dermed ligningen

CAE — Ax® — Ay? — A2 =0, (5.4)

hvor A’erne angiver differensen mellem koordinaterne af P og Q. Med P liggende i origo,
reducerer ligningen til ¢?t? — 22 —y? = 0, hvis vi lader z-koordinaten ude. Denne lyskegle
genkendes pa Figur 5.1, hvor den som en 45° kegle udggr asymptoten mellem de to hy-
perboloider. Opfattet sekventielt i tiden ¢ i systemet S, repraesenterer denne lyskegle en
cirkuleer lys-front, der forst samler sig omkring begyndelsespunktet og dernsest bevaeger
sig veek fra dette igen. Pa grund af invariansen af det definerende udtryk (5.4) under en
Lorentz-transformation repracsenterer lyskeglen det samme fseenomen i ethvert inertial-
system. Dette burde ikke overraske os, idet dette praecis var, hvad vi kreevede igennem
(2.8) og (2.9) under udledningen af Lorentz-transformationen. I den rigtige verden, hvor
rummet er 3-dimensionalt, er det selvfglgelig ikke en cirkulser men en sfeerisk lysfront
der samler sig om begivenheden og beveeger sig veek igen. Alligevel er faenomenet kendt
under betegnelsen lyskeglen.

Figur 5.2 antyder, hvorledes der til hvert punkt pa en partikels verdenslinie hgrer en
lyskegle. Idet enhver fysisk partikel bevaeger sig langsommere end ¢, vil dens verdenslinie
ligge indenfor enhver lyskegle, der har sit begyndelsespunkt pa den samme verdenslinie.

Vi vil nu undersgge den fysiske betydning af den fundamentale invariante form (5.1)
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kausal fremtid

kausal fortid

kausal nutid

5 Rumtiden og fire-vektorer

i rumtiden, eller snarere af den tilsvarende endelige version

A2

hvor A-ledene henviser til to begivenheder P og Q, som ikke ngdvendigvis er naboer.
Betydningen af As? afheenger af dets fortegn, hvorfor vi har fplgende tre tilfselde:

2
As? = EA? — Ax? — Ay? — A2 = A2 <c2 _ar ) , (5.5)

i) Det simpleste tilfzelde er As? = 0, hvor P og Q jo netop kan forbindes med et
lyssignal;

ii) I det tilfeelde, hvor As? > 0, er Ar?/At? < ¢? i ethvert inertialsystem. En fysisk
partikel, og saledes ogsa et ur, kan dermed bevaeges med jeevn hastighed fra P til
Q, eller omvendt. I urets hvilesystem S’ forekommer P og Q i samme punkt, saledes
at As? = c2At'2. Altsa er intervallet As = \/|As2| mellem P og Q i dette tilfzelde
¢ gange den forlgbne tid (egentiden) pa uret, som bevaeger sig jeevnt og retliniet
mellem de to begivenheder.

iii) I det sidste tilfzelde, hvor As? < 0, er Ar?/At? > ¢? i ethvert inertialsystem. Dette
er situationen, der karakteriserer overlyshastigheder. Som det fremgar af diskussio-
nen, der folger (2.24) og (2.26), vil der derfor gives et inertialsystem S’, hvor de to
begivenheder sker til samme tidspunkt. I dette system er As? = —Ar’2. Intervallet
As er saledes den rumlige afstand mellem de to begivenheder i det system, hvori de
er samtidige. Af (5.5) ser vi, at dette ogsa er den korteste rumlige afstand, der kan
tilskrives de to begivenheder i noget inertialsystem.

Af den ovenstaende diskussion ser vi, at lyskeglen tilhgrende enhver begivenhed P
bevirker en meget vigtig, kausal opdeling af samtlige begivenheder i rumtiden i forhold
til P (Figur 5.3). Alle begivenheder pa eller inden for den fremtidige lyskegle (dvs.
lyskeglens gvre halvdel) kan pavirkes af P, idet de nemlig kan nas med hastigheder
u < ¢, og derfor kan modtage signaler fra P. Endvidere vil begivenhederne i dette
omrade, som vi har set i Afsnit 2.8, forega senere end P for enhver iagttager. Disse
begivenheder siges dermed at udggre P’s absolutte (eller kausale) fremtid. Tilsvarende
argumenter kan benyttes for begivenhederne pa eller inden for P’s fortidige lyskegle: de
foregar tidligere end P for enhver iagttager og kan pavirke P gennem signaler. De udggr
dermed P’s absolutte (eller kausale) fortid. For begge disse to klasser af begivenheder,
der er kausalt forbundne med P, gaelder As? > 0. Ingen begivenhed i omradet uden for
lyskeglen, hvor altsé As? < 0, kan pavirke P eller blive pavirket af P, da dette ville
kraeve udveksling af signaler med overlyshastighed. Som vi har set, findes der for enhver
begivenhed i dette omrade et inertialsystem, saledes at begivenheden heri er samtidig
med P. Omradet omtales derfor tiltider som den kausale nutid.

5.4 Tre-vektorer

P& samme made som szdvanlige 3-dimensionale vektorer er defineret i rummet, kan
4-dimensionale vektorer defineres i rumtiden. De to typer af vektorer betegnes da hen-
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A cAt

Fremtid

- -

Fortid

Figur 5.3: Lyskeglen omkring enhver begivenhed P opdeler rumtiden i tre adskilte om-
rader: (i) Begivenheder i den kausale fortid kan pavirke P; (ii) Begivenheder
i den kausale fremtid kan pavirkes af P; (iii) Begivenheder i omradet udenfor
lyskeglen kan ikke have nogen kausal sammenhang med P.

holdsvis 3-vektorer og 4-vektorer. Fgr vi i naeste afsnit introducerer 4-vektorer, vil vi
her genopfriske nogle af de fremtreedende traek ved den ssedvanlige vektor-regning i det
3-dimensionale rum.

En 3-vektor @ kan defineres som et talseet (aj,as,as), der afhaenger af valget af refe-
rencesystem {x,y, z}. De forskellige vektor-operationer kan dernsest defineres via disse
komponenter; f.eks. @+ b= (a1 +b1,a2+bo,a3+b3) og @- b = ayby + asby + asbs. Vekto-
rene og vektor-operationerne kan imidlertid ogsa tolkes absolut, altsa uden reference til
noget koordinatsystem. Vektoren @ har saledes en vis leengde og retning, vektorsummen
@ -+ b kan bestemmes via parallelogramreglen, etc. Kun operationer, som har en sadan
absolut betydning, er tilladte i vektorregningen. For at kontrollere en vektorligning, sa
som €= a+ 5, vil en iagttager normalt veere ngdsaget til at definere et referencesystem
og derneest kontrollere de tre komponentligninger ¢; = a; + b; (i = 1,2,3) hver for sig.
Forskellige iagttagere vil benytte forskellige referencesystemer, og de tilsvarende kom-
ponentligninger vil derfor vaere forskellige. Men enten er er alle ligningssaet sande, eller
ogsa er de alle falske. Et seet af komponentligninger, som er sand i ét koordinatsystem,
er altsa sand i alle systemer. Dette er den mest basale egenskab ved vektor-regningen.
Vi siger, at vektorligninger er forminvariante over for valget af referencesystem.

Prototypen pa en 3-vektor er forskydnings-vektoren A# = (Ax, Ay, Az), som forbin-
der to punkter i rummet. Under en translation forbliver dens komponenter uforandrede.
Under en rotation omkring begyndelsespunktet sendres komponenterne ifglge en lineger,

7
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homogen transformation af formen

Az = alAx + C¥12Ay + a13Az
Ay/ = anAx + OéQQAy + a93Az (5.6)
A = a31Ax + aza Ay + azzAz,

hvor o’erne er funktioner af vinklerne, der bestemmer rotationen. Vi kan nu definere
en 3-vektor ved fglgende saetning: Enhver storrelse med tre komponenter (ai,as,as),
som transformerer pa samme made som forskydningsvektoren (Ax, Ay, Az) mellem to
punkter i rummet, siges at udgore en 3-vektor.

Safremt @ = (a1, a2, as) og b= (b1, b2, b3) begge transformerer som (Ax, Ay, Az), vil
summen @ + b = (a1 + b1,a2 + b2, a3 + bs) som felge af lineariteten af (5.6) gore det
samme. Summen af to vektorer er derfor en vektor. Tilsvarende folger det umiddelbart
af (5.6), at hvis k er en skalar invariant (ofte blot kaldet en “skalar” eller en “invariant”) —
altsa et tal, som er uafhzengig af koordinatsystemet — sa er ogsa k@ = (ka, kag, kas) en
vektor.

Safremt #¥ = (xz,y,z) er et punkt pa en kurve i rummet, og hver af koordinaterne
udtrykkes som funktion af kurveleengden [, sa er “enheds-tangenten”

dr <d:c dy dz)

ST
en vektor. For hver af komponenterne har vi nemlig

d?"i 1i AT‘i
— = lim —,
dl  Al—o Al
hvor Ar; er komponenterne af en vektor og Al er en skalar invariant. Kvotienten mellem
disse to giver dermed ifglge ovennsevnte argumentation komponenterne af en ny vektor,
og graenseovergangen gendrer intet ved dette forhold. Betragter vi nu en partikelbevae-

gelse, hvor koordinaterne er funktioner af tiden ¢, ser vi ved lignende argumenter, at

hastigheden
gt (0 00 ) .
dt dt’ dt’ dt

er en vektor. Generelt indser vi, at enhver differentiation af en vektor med hensyn til en
skalar invariant giver en ny vektor. Saledes er ogsa accelerationen @ = du/dt = (du,/dt,
duy/dt, du,/dt) en vektor. Multiplicerer vi derneest henholdsvis % og @ med massen
m, som jo er en skalar, far vi to nye vektorer, nemlig impulsen, p = mi, og kraften,
F =ma.

Til enhver vektor @ = (aq, a9, a3) hgrer en vigtig skalar, nemlig dens lseengde, som vi
betegner |@| eller simpelthen a:

a® = a? + a3 + a3, a>0. (5.9)

At dette er en invariant fglger umiddelbart af, at Ar?2 = Az? + Ay? + Az? per definition
er invariant i det Euklidiske rum, og at (a1, a2, ag) transformerer som (Az, Ay, Az). Hvis

78



5.5 Fire-vektorer

a og b er to vektorer, sa er ogsa @+b en vektor, og dens laengde ma derfor veere invariant.
Vi finder

@+ b2 = (a1 + b1)? + (ag + b2)? + (a3 + b3)?
= a® + b* + 2(a1by + azbs + asbs),

og idet a? og b? er invariante, folger hermed ogsé invariansen af skalarproduktet

a- 6: a1by + asbs + asbs. (510)

5.5 Fire-vektorer

4-vektorer er defineret i den 4-dimensionale rumtid. I dette afsnit udvikler vi regne-
reglerne for 4-vektorer i teet analogi med diskussionen i forrige afsnit af 3-vektorer.

Prototypen pa en 4-vektor A = (Ag, A1, Az, A3) er forskydningsvektoren AX = (cAt,
Az, Ay, Az), som forbinder to begivenheder i rumtiden. En 4-vektor defineres da ved,
at den transformerer pa samme made som AX. Bemeerk, at vi har valgt ct frem for ¢
for nulte-komponenten, og at alle komponenter derved har enheden leengde. Af dbenlyse
arsager refererer man ofte til en 4-vektors nulte-komponent som den tidslige og de tre
gvrige komponenter som de rumlige.

Enhver 4-vektor kan altsa repraesenteres ved et retningsbestemt linie-segment i rumti-
den. De tilladte koordinatsystemer udggres af samtlige inertialsystemer, og de relevante
transformationer udggres dermed af alle transformationer, der sammenknytter ét iner-
tialsystem med et andet. Dette er de generaliserede Lorentz-transformationer, som er
sammensat af (7) tidslige og rumlige translationer, (ii) rotationer omkring begyndelses-
punktet og (i) standard-Lorentz-transformationer, altsa Lorentz-transformationer af
typen (2.13), hvor de to systemer er i standardkonfigurationen. Disse transformationer
giver anledning til en 4-dimensional analog til (5.6) for ethvert par af inertialsystemer,
med 16 konstante «’er i stedet for ni. Under bade rumlige og tidslige translationer er
komponenterne af AX (og dermed af enhver 4-vektor) uforandrede. Under rumlige ro-
tationer omkring begyndelsespunktet transformerer de tre rumlige komponenter af AX
(og dermed af enhver 4-vektor) som en 3-vektor, mens den tidslige komponent er ufor-
andret. Under standard-Lorentz-transformationer transformerer komponenterne af en-
hver 4-vektor, A, pa samme made som prototypen (cAt, Ax, Ay, Az), og ved anvendelse
af (2.16) fas dermed

0 =" (Ao — BA1),
A} = (A1 — BA),
A/2 = Ao,

5 = As,

(5.11)

79

Definition af
4-vektor



Regneregler for
4-vektorer

4-skalar

kvadrat

skalarprodukt
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5 Rumtiden og fire-vektorer

hvor vi har indfgrt betegnelsen § = v/c. Idet vi som tidligere begraenser os til udeluk-
kende at betragte homogene transformationer, altsa transformationer, der lader begiven-
heden (0,0,0,0) uforandret, udggr ogsa X = (ct,x,y, z) en 4-vektor, som vi kan kalde
begivenhedens stedvektor. Ofte ser man X anfgrt som prototypen pa en 4-vektor, hvilket
strengt taget kun er korrekt, hvis man husker at anfgre, at man kun betragter homogene
transformationer.

Idet transformationsligningerne (5.11) for 4-vektorer er af samme type som transfor-
mationsligningerne (5.6) for 3-vektorer, og altsa er linesere og homogene, kan vi benytte
praecis de samme argumenter som for 3-vektorer til at vise, at

i) summen af to 4-vektorer er en 4-vektor;
ii) produktet af en 4-skalar og en 4-vektor er en 4-vektor; og
iii) differentialkvotienten mellem en 4-vektor og en 4-skalar er en 4-vektor.

Her er en 4-skalar defineret som en skalar storrelse (et tal), der er invariant over for
Lorentz-transformationen og dermed har samme vaerdi i ethvert inertialsystem. En sa-
dan stgrrelse betegnes ogsa en Lorentz-invariant. Lad os her benytte lejligheden til at
bemaerke, at skalare stgrrelser, der er invariante over for transformationer i 3-rummet,
i almindelighed ikke er invariante over for Lorentz-transformationen. I szerdeleshed er
tiden, ¢, ikke en 4-skalar, og vi opnar derfor ikke en 4-vektor ved at differentiere en given
4-vektor med hensyn til £.
Kvadratet pa en 4-vektor A = (Ag, A1, Az, As) er defineret ved

A? = A2 - AT - A A2 (5.12)

og dens invarians fglger direkte af invariansen af kvadratet pa prototypen AX = (cAt,
Az, Ay, Az). Den sidste betegnes ogsa As, hvilket retferdigger notationen (5.5), som
vi har benyttet flere gange. Stgrrelsen eller lengden af en 4-vektor A skrives |A| eller A

og er defineret ved
A=/|A% >0. (5.13)

For to givne 4-vektorer A = (Ag, A1, A2, A3) og B = (By, B1, Be, Bs) er skalarproduktet
defineret ved
A.-B=AyBy— A1B; — AyBy — A3Bjs. (514)

Praecis som for (5.10) kan vi benytte invariansen af |A|, |B| og |A + B| til at udlede at
ogsa skalarproduktet er invariant.

@velse 5.1 Eftervis ved direkte anvendelse af (5.11), at skalarproduktet, A - B, af to
givne 4-vektorer er invariant over for en Lorentz-transformation.

5.6 Fire-vektorers geometri

Vi har i Afsnit 5.3 set, hvorledes lyskeglen i forhold til sit begyndelsespunkt inddeler alle
rumtidens begivenheder i tre klasser afhaengig af fortegnet pa As?. Den samme inddeling
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overfgres umiddelbart til forskydningsvektoren As = AX. Og idet der til enhver 4-vektor
findes en forskydningsvektor med hvilken den er ensrettet, kan vi inddele alle 4-vektorer
pa tilsvarende vis. Vi kalder en 4-vektor A tidsagtig, hvis A% > 0, lysagtig, hvis A% =0,
og rumagtig, hvis A% < 0.1 det forste tilfeelde peger A ind i lyskeglen, i det andet tilfselde
peger den langs lyskeglen og i det tredje tilfzelde peger den uden for lyskeglen. En 4-
vektor med A% = 0 kaldes ogsé en nul-4-vektor. Da en 4-vektors kvadrat er invariant,
kan man ikke ved nogen Lorentz-transformation forvandle en rumagtig 4-vektor til en
tidsagtig, eller omvendt. Klassifikationen i de tre navnte kategorier er altsa den samme
fra ethvert inertialsystem; den er med andre ord absolut.

Tidsagtige og lysagtige 4-vektorer har en del egenskaber til faelles, og betegnes under
et kausale vektorer. I szerdeleshed er fortegnet pa deres nulte-komponent invariant, idet
enhver iagttager vil opleve den samme tidslige rackkefglge langs den tilsvarende forskyd-
ningsvektor. Man kan derfor foretage en invariant opdeling af kausale vektorer, A, i dem,
der peger mod fremtiden (Ag > 0), og dem, der peger mod fortiden (Ag < 0).

For 3-vektorer ved vi, at enhver vektor @ kan reduceres til formen (a,0,0) ved at
indleegge et koordinatsystem, hvis z-akse peger i vektorens retning. Pa tilsvarende vis
kan vi for en 4-vektor A med komponenter (Ao, A1, Az, Asz) i systemet S eliminere Ay og
As ved at rotere inertialsystemets rumlige akser sa z-aksen peger i retningen (A1, A, As).
Den nye vektor vil da have formen (Ao, B,0,0), hvor B = (A} + A3 + A2)Y/2. Vi har nu
folgende tre tilfzelde, som atheenger af den relative storrelse af |Ag| og B

i) I det tilfzelde, hvor B = |Ag|, er A en nul-4-vektor, og formen (A, |Ap|,0,0) kan
ikke reduceres yderligere.

ii) T det tilfeelde, hvor B < |Ag|, er A tidsagtig. Der gives da et inertialsystem, hvor
den kan skrives pa formen (+A4,0,0,0), hvor A er stgrrelsen af A, og hvor fortegnet
afhzenger af, om A peger mod fremtiden eller mod fortiden.

iii) I det tilfeelde, hvor B > |Ap|, er A rumagtig. Der gives et da inertialsystem, hvor
den kan skrives pa formen (0, A,0,0), hvor A igen er storrelsen af A.

5.7 Egentiden

Idet, som anfert i Afsnit 5.5, tiden ¢ ikke er nogen 4-skalar, og derfor ikke gennem
differentiation kan anvendes til at danne hastighedslignende 4-vektorer, sgger vi her et
invariant tidsmal. Dette tidsmal er egentiden, som jo abenbart har samme veerdi for
enhver iagttager.

Lad os betragte en partikel, som i et inertialsystem S bevaeger sig saledes, at den i det
differentielle tidsrum d¢ tilbagelaegger vejen (dz,dy,dz). Bevaegelsen er saledes bestemt
ved det differentielle 4-interval

ds = (cdt, dz, dy, dz). (5.15)
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Kvadratet pa ds er den invariante skalar

ds? = 2dt? — da?® — dy? — d2°. (5.16)
Idet ogsa ¢? er en invariant, kan vi danne en tredje invariant ved at tage forholdet mellem
de to ) ) ) )
ds dz* + dy”® + dz
2 _ 42
dT = 62 = dt {1 — Cth2 } . (517)

I partiklens gjeblikkelige hvilesystem S’ (altsa systemet, som i tidsrummet d¢ folger med
partiklen, siledes at dz’ = dy’ = dz’ = 0) reducerer (5.17) til d7? = d#’2. Sterrelsen dr
er derfor identisk med den i Afsnit 3.2 definerede egentid.
Af (5.17) far vi nu
dr? u?

a2~ 2
hvor u er partiklens gjeblikkelige hastighed i S. Heraf fglger sammenhaengen

dt 1

&= i W

Vi har hermed direkte eftervist udtrykket for tidsforleengelsen pa differentiel form, som
vi benyttede allerede i (3.4).

(5.18)

5.8 Fire-hastigheden

Vi gnsker nu at konstruere en 4-vektor, der pa tilsvarende made, som vi kender det fra
det saedvanlige rum, angiver en hastighed. Lad os endnu engang bemaerke, at vi ikke kan
danne en 4-vektor blot ved at tilfgje en nulte-komponent til den seedvanlige hastighed

. (dr dy dz

Her er (z,y, z) de tre rumlige komponenter af en 4-vektor. Men da ¢ ikke er nogen 4-skalar,
fremkommer der ikke komponenter af nogen 4-vektor, nar vi differentierer med hensyn til
t. Dette kan man igvrigt ogsa se direkte af transformationsligningerne (3.10) for hastig-
hedskomponenterne, idet disse ligninger ikke er identiske med Lorentz-transformationen
(5.11).

Imidlertid kan vi danne en 4-vektor, hvis rumlige komponenter minder om den ssed-
vanlige hastighed, ved i (5.19) at erstatte differentiationen med hensyn til ¢ med differen-
tiation med hensyn til den invariante egentid 7. Vi definerer derfor partiklens 4-hastighed
U som den afledede af 4-sted-vektoren X = (ct, x,y, z) med hensyn til egentiden 7

X
U_d _< dt dz dy dz>. (5.20)

=&\ d d
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Ved at benytte keedereglen for differentiation fas
o (0t dodt dyde dsde
“\“ar dtdr datdr dtdr )’
hvoraf vi ved at indfgre (5.18) finder
U = (’707 fyuil?a '7uy7 7“2) (521)

hvor v = 7(u). Altsa kan 4-hastigheden skrives pa formen

‘U = v(u) (¢, @). ‘ (5.22)

Her, som i mange andre tilfzelde, finder vi, at de rumlige komponenter af en 4-vektor
er komponenterne af en velkendt 3-vektor eller multipla af disse. Vi anvender da ofte
notationen eksemplificeret ved (5.22). Af (5.22) ses det direkte, at 4-hastighedens rum-
lige komponenter for v — 0 gar over i den sadvanlige hastighed . Lad os yderligere
bemeerke, at U er tidsagtig og peger mod fremtiden.

Kvadratet pa 4-hastigheden U? = U - U er som ethvert skalarprodukt en invariant.
Hvis vi derfor bestemmer kvadratet i ét inertialsystem, vil resultatet have gyldighed i
ethvert andet. Det star os dermed frit at udregne kvadratet i det system, hvori det falder
os lettest. Af udtrykket (5.22) for 4-hastigheden finder vi

U? = 2 (u)(c* — u?), (5.23)

som altsa er gyldigt i ethvert system. Vaelger vi nu partiklens hvilesystem, hvor u = 0,
fglger umiddelbart resultatet
U? = 2 (5.24)

Vi ser, at kvadratet ikke refererer til nogen for partiklen karakteristisk stgrrelse: Alle
partikler har samme 4-hastighedskvadrat, uanset hvordan de bevaeger sig i rum og tid.

Det er vigtigt at bemeaerke sig argumentationen, som vi benyttede for at komme frem til
(5.24). Her opnaede vi et numerisk resultat pa elegant vis ved at betragte problemet fra
et hensigtsmaessigt inertialsystem. Lignende metoder benyttes igen og igen ved arbejdet
med 4-vektorer.

5.8.1 Eksempel: Hastighedstransformationerne fra 4-hastigheden

I Kapitel 4 udledte vi formler for, hvordan hastigheder transformerer mellem to inertial-
systemer i indbyrdes bevaegelse. Vi vil nu vise, hvordan disse formler kan udledes direkte
fra transformationsegenskaberne for 4-hastigheden.

Hertil betragter vi en partikel, som bevaeger sig med hastigheden i i systemet S. Vi
sgger nu partiklens hastighed @’ i systemet S’, som bevaeger sig pa seedvanlig made med
hastigheden v i forhold til S. Partiklens 4-hastighed i de to systemer betegnes henholdsvis
U og U’. Ifplge udtrykket (5.22) for 4-hastigheden har vi

U = V(UI) (C Uy, U, ulz) = (U(l]v Uiv Ué? Ué)?

s Wy Yy
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og dermed

Som enhver anden 4-vektor, transformerer 4-hastigheden ifglge Lorentz-transformationen
(5.11), saledes at

Up=7Uo—BUh),  Ul=5(U1-BlUy), Upo=Us,  Uj=Us.
Ved at indsaette disse i udtrykkene ovenfor fglger nu, at
/ Uy — BUy u, — fBe Uy — U
U, = C = C = ,
v Uy — BU, c—Puy 1 —ovuy/c?
ul =cC U2 = uy
Y v(Uo — BUL)  ~(1 —vug/c?)’
o Us _ Uy

=c )
© (U0 = BU) (1 —vuy/c?)
Vi ser, at de hermed udledte transformationsrelationer er identiske med relationerne

(3.10).

5.9 Fire-accelerationen

En partikels 4-acceleration A defineres ved

_ X du

hvor vi igen har differentieret med hensyn til den invariante egentid 7. Ved at benytte
kaedereglen for differentiation og resultatet (5.18) finder vi
~dudi  dU

A dr . Tar T Tar

(ye, vid),
og hermed sammenhaengen med 3-accelerationen @ = dw/dt

B dy dvy, _.
A—y(cdt, dtu—kva).

4-accelerations rumlige del er altsa i almindelighed ikke ensrettet med a@.
I partiklens gjeblikkelige hvilesystem, hvor u = 0, og dermed dv/dt = 0, reducerer
4-accelerationen til

(5.26)

A = (0, §). (5.27)

Vi har her indfgrt betegnelsen g for den sakaldte egen-acceleration, altsa accelerationen
i partiklens gjeblikkelige hvilesystem. En partikels 4-acceleration er altsa en nul-vektor
(A% = 0), hvis og kun hvis dens egen-acceleration er nul. I modsat fald er A rumagtig.
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5.9 Fire-accelerationen

Idet kvadratet pa 4-hastigheden er konstant, U2 = U - U = ¢?, fas ved at differentiere
med hensyn til egentiden

au?

dU
- _9U. —
dr

— =2U-A=0. 5.28
dr ( )
Der galder altsé i almindelighed sammenhaengen

U-A=0. (5.29)

En partikels 4-hastighed og 4-acceleration er saledes ortogonale, uafthaengigt af hvordan
partiklen bevaeger sig i rumtiden.

5.9.1 Transformation af acceleration

Ligesom vi i Afsnit 5.8.1 udledte transformationsreglerne for hastigheden fra 4-hastig-
heden, kan vi udlede transformationsregler for accelerationen fra 4-accelerationen. Vi
vil her indskrsenke os til at bestemme transformationen mellem partiklens gjeblikkelige
hvilesystem og laboratoriesystemet.

I partiklens gjeblikkelige hvilesystem S’ er 4-accelerationen ifplge (5.27) givet ved

A'=(0,9) = (0, gus gy, 92), (5.30)

hvor § = (gz, gy, 9-) er partiklens egen-acceleration. Idet partiklen jo er i hvile i ', har
den i S hastigheden @ = (v,0,0), og i dette system gaelder da sammenhaengen

R T

o = vy vdt

: ] - 712 AL — BAY), (5.31)

som fas ved benyttelse af forste-komponenten af udtrykket (5.26) for 4-accelerationen.
Her har vi undervejs benyttet, at dy/dt = Ag/7ye, som fglger umiddelbart af nulte-
komponenten af samme udtryk. Vi reducerer nu ovenstaende udtryk ved at benytte
Lorentz-transformationen ifplge hvilken A} = v(A4; — BAp) og finder endelig ved sam-
menligning med (5.30) resultatet

o

Ved i (5.26) at indseette u, = u, = 0 finder vi tilsvarende

(5.32)

Ay

ay = %, og a, = % (5.33)

Vi har hermed bestemt accelerationens transformationsegenskaber mellem det gjeblik-
kelige hvilesystem og laboratoriesystemet. Vi bemaerker, at accelerationen i modsaetning
til i det klassiske tilfselde ikke er invariant over for en transformation mellem to inerti-
alsystemer. Vi bemeaerker ligeledes, at partiklens acceleration i laboratoriesystemet gar
mod nul, nar dens hastighed naermer sig c. Dette sikrer selviglgelig at partiklen ikke kan

accelereres forbi lyshastigheden.
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Gennemregnede eksempler til Kapitel 5

5.1 Inertialsystemet S’ bevaeger sig pa ssedvanlig vis med hastigheden v = % ¢ i forhold
til inertialsystemet S. I S' er givet fire 4-vektorer: A’ = (1,0,0,0), B’ = (1,1,0,0),
C'=(1,-1,0,0) og D’ = (1,0,1,0). Udregn de tilsvarende 4-vektorer A, B, C og

DiS.
Vi benytter den inverse Lorentz-transformation, som pa matrice-form har formen
Ag vy o8 0 07T A
Ai | _ |8 v 00 Al
Ag 0 0 10 Al
As 0 0 01 Af

Idet 5 =v/c = g og dermed v = % fas da ved indseaettelse

Y 3 v(1+B) 2
3 1 2
Ao | 7P| . B- yA+8) | _ ,
0 0 0
0 0 0
(1 -B) 3 Y 2
1
c | t=8) 2|, p- Wl _ |1
0 0 1 1
0 0 0 0

Opgaver til Kapitel 5

5.1 Tre begivenheder P, Py og Ps har i et inertialsystem rumtids-koordinater (ct, )
med veerdierne (2, 1), (7, 4) og (5, 6). Fastleeg ved at betragte de relevante rumtids-
intervaller hvilke par af begivenheder, der kan have arsagssammenhang.

5.2 To begivenheder P; og P har i et inertialsystem S rumtids-koordinater (ct, )
med veaerdierne (0, 0) og (1, 2). Find hastighederne af systemer, som beveger sig
pa saedvanlig vis i forhold til S, saledes at: a) de to begivenheder er samtidige;
og b) Py forekommer tiden 1/c for P;. [Bemerk: Idet vi her regner rumlige ko-
ordinater dimensionslgse, far tiden dimension af hastighed™'. Hvis dette volder
vanskeligheder, indsat da selv leengdeenheder (f.eks. meter) for koordinaterne. |

5.3 Fem 4-vektorer er givet ved A = (5,4,3,0), B = (5,5,0,0), C = (1,1,0,0), D =
(5,3,2,0) og E = (1,3,2,0).

a) Beregn kvadratet pa 4-vektorene og angiv hvilke 4-vektorer der er henholdsvis
tidsagtige, rumagtige, og lysagtige.
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Opgaver til Kapitel 5

5.4

5.5

5.6

5.7

5.8

5.9

Vektorene A, B og C kan transformeres over i hinanden.
b) Hvilken type transformation transformerer A over i B.

c¢) Hvilken type transformation transformerer B over i C.

En 4-vektor har komponenterne (Vp, Vi, Vs, V3) i et inertialsystem S. Find dens
komponenter 7) i et system, der er ssmmenfaldende med S, bortset fra, at retningen
af x- og y-akserne er inverterede, altsa x — —z og y — —y; i) i et system, som
er sammenfaldende med S, undtagen for en 45° drejning (positiv omlgbsreting) af
xy-planet omkring z-aksen; 7ii) i et system, der har de rumlige akser parallelle med
dem i S, men som bevaeger sig med hastigheden v i y-retningen.

Komponenten A, af en 4-vektor A er nul i ethvert inertialsystem. (Det er lige-
gyldigt hvilken komponent man velger: 1 kan tage veerdierne 0, eller 1, eller 2
eller 3.) Vis, at alle komponenter af A er nul i ethvert inertialsystem, d.v.s. A er
nulvektoren: A =0 = (0, 0).

To 4-vektorer A og B er ortogonale: A - B = 0.
a) Vis, at de to vektorer ikke begge kan veere tidsagtige.

b) Hvad kan vi sige om vektorene, hvis de begge er lysagtige?

-

c) Antag, at A er tidsagtig og B rumagtig. Hvad kan man sige om B = (B, b)
i systemet, hvor @ = 07 Hvad kan man sige om A = (Ao, @) i systemet, hvor
By =07

d) Antag, at begge vektorer er rumagtige. Hvad kan man sige om B = (B, l_;) i
systemet, hvor Ay = 07

Verificer invariansrelationen
U? = 02,

hvor U er en partikels 4-hastighed, ved direkte substitution for y-faktoren i (5.23).

En rumraket bevaeger sig vaek fra jorden med hastigheden 0.8 c. Raketten pabegyn-
der en acceleration, der i rakettens hvilesystem har stgrrelsen 50 m/s? i en retning,
der danner en vinkel pa 45 grader med bevaegelsesretningen. Bestem stgrrelsen og
retningen af accelerationen set fra jorden.

I et sédkaldt “g-minus-2”-eksperiment holder man en strale af muoner i cirkuleer
bevaegelse ved hjexlp af et magnetfelt. Muonerne har en hastighed, der tilsvarer v =
29.3, og radius i den cirkuleere bevaegelse er 7 m. Bestem muonernes acceleration
i laboratoriesystemet og i muonernes gjeblikkelige hvilesystem. Sammenlign med
tyngdeaccelerationen.

Pa trods af den voldsomme acceleration har muonerne under disse betingelser den
seedvanlige middellevetid 7 = 2.2 usek. Dette udger en eksperimentel pavisning af,
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5 Rumtiden og fire-vektorer

at muonerne udggr et ideelt ur, som omtalt i Afsnit 3.2. Idet muonstralens inten-
sitet ved injektion betegnes Iy ¢nskes det bestemt, hvor mange omgange stralen
cirkulerer for intensiteten er Ip/e.
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6 Relativistisk mekanik

6.1 Forudseetninger

Alt hvad vi hidtil har leert, har veaeret baseret pa et detaljeret studie af relativitetsprin-
cippets to postulater uden tilfgjelse af yderligere hypoteser. Vi har her set, hvordan den
Newtonske opfattelse af rum og tid kunne erstattes af en noget mere kompliceret men
ikke desto mindre elegant og harmonisk rumtidsstruktur, som imgdekommer relativi-
tetsprincippet. Idet, som tidligere bemeerket, den klassiske mekanik udspiller sig pa en
baggrund af rum og tid, kan man imidlertid ikke sendre modellen for denne baggrund
uden at matte tilpasse den gvrige fysik i overensstemmelse hermed. Og pa samme made,
som det er tilfeeldet for rumtiden, ma vi kraeve, at den nye fysik tilfredsstiller relativi-
tetsprincippet.

Hovedparten af fysiske lovmaessigheder refererer ikke udelukkende til leengde og tid,
men ogsa til ikke-kinematiske stgrrelser sa som kreaefter, masser, etc. Yderligere aksio-
mer ma derfor specificere, hvordan disse stgrrelser transformerer fra ét inertialsystem til
et andet. For at tilfredsstille relativitetsprincippet ma den matematiske udformning af
samtlige fysiske love veere forminvariant: Lovene skal have samme form i alle inertialsy-
stemer.

Sammenfattende drejer den specielle relativitetsteori sig om Lorentz-invariant fysik.
Newtons mekanik er Galilei-invariant, men ikke Lorentz-invariant, og den er derfor ikke i
overensstemmelse med det specielle relativitetsprincip. Vort program er altsa at revidere
den klassiske mekanik séledes, at den gar over i en ny form for beskrivelse, som er
invariant over for Lorentz-transformationen. Pa den anden side ved vi fra erfaringen,
at den klassiske mekanik ikke kan veere fuldsteendig forkert. Faktisk er nsesten ethvert
makroskopisk feenomen pa udmeerket vis beskrevet ved den klassiske mekanik. Dette
inkluderer sa folsomme operationer som at sende rumsonder til Manen og til fjerne
planeter. Med opfindelsen af partikelacceleratorer har man imidlertid afslgret enorme
uoverensstemmelser med den klassiske mekanik, mens den nye mekanik giver en perfekt
beskrivelse. For et stort antal anvendelsesomrader, som kun implicerer hastigheder, der
er sma i forhold til lyshastigheden, udggr den nye og den klassiske mekanik parallelle
beskrivelser. Man velger da af bekvemmelighedshensyn den klassiske beskrivelse. For
store hastigheder har man imidlertid intet valg: Kun den nye mekanik giver en korrekt
beskrivelse. Man kan i store treek anvende afvigelsen af y-faktoren fra veerdien 1 som et
mal for graden af fejl, man ggr ved at anvende den klassiske beskrivelse. For klassiske
anvendelser er dette tal forsvindende, men i laboratorieeksperimenter med elementar-
partikler er y-faktorer af stgrrelsesordnen 10% ikke ussedvanlige, og i kosmisk straling har
man observeret protoner med ~-faktorer pa helt op til 10''. Her vil altsa den klassiske
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6 Relativistisk mekanik

mekanik veere fuldsteendig forkert.

Sammenfattende ma vi altsa kraeve for den nye mekaniks love, (i) at de har samme
form i ethvert inertialsystem, og (i) at de for ikke-relativistiske hastigheder er konforme
med de Newtonske love.

6.2 Den nye mekaniks aksiomer

Vi sgger nu en Lorentz-invariant beskrivelse af mekanikken, som i det klassiske tilfaelde
beskrives ved Newtons love. Idet vi indskreenker os til at betragte punktformede lege-
mer, beskaeftiger mekanikken sig primeert med partikelkollisioner, partikelsystemer og
partikler i eksterne felter. Lad os dog her understrege, at tyngdekraften antages fravee-
rende i den specielle relativitetsteori, idet denne finder sin beskrivelse i den generelle
relativitetsteori gennem en krumning af rumtiden.

For vi pabegynder etableringen af den relativistiske mekanik, bgr det understreges, at
denne ikke lader sig udlede ved logiske argumenter, men at vi ma indfgre aksiomer og
derefter kontrollere de afledede fysiske lovmaessigheder empirisk.

Kraften, som er et centralt begreb i den klassiske mekanik, spiller en mindre frem-
traedende rolle i relativitetsteorien, hvor den primeert manifesterer sig gennem den elek-
tromagnetiske Lorentz-kraft. Tyngdekraften er som allerede nesevnt fravaerende. Det er
derfor bekvemt at benytte impulsbevarelsen (som jo i den klassiske mekanik er et afledet
resultat) som udgangspunkt for den relativistiske mekanik.

6.2.1 Fire-impulsen og den relativistiske impuls

Idet vi sgger en Lorentz-invariant mekanik, er det hensigtsmaessigt at basere formulerin-
gen pa 4-vektorer. Lorentz-invariansen er da automatisk sikret. Kravet om impulsbeva-
relse ma da involvere partiklers 4-impuls, og vi sgger nu en hensigtsmaessig definition af
denne.

Lad os starte med at antage, at den til enhver partikel knyttede inertielle masse, m,
som vi kender fra den klassiske mekanik, er en Lorentz-invariant stgrrelse. Vi kan da
definere en partikels 4-impuls i analogi med, hvordan 3-impulsen er defineret, nemlig

o

hvor U er 4-hastigheden. Ligesom U er P hermed tidsagtig og peger mod fremtiden.
Idet U? = ¢2 ifglge (5.24) far vi umiddelbart for enhver 4-impuls

P2 = m?c% (6.2)
Ved anvendelse af komponent-formen (5.22) for U finder vi
P =mU = m~y(u) (¢, @) = (y(u)me, P), (6.3)

hvor vi ved den sidste ligning har indfgrt notationen

P =v(u)ma. (6.4)
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6.2 Den nye mekaniks aksiomer

Formalismen leder altsa naturligt til stgrrelsen p, som vi kalder den relativistiske impuls.
Bemeaerk, at den relativistiske impuls for sma hastigheder, u/c < 1, gar over i den
klassiske impuls, mu. Bemaerk yderligere, at grundet ~-faktoren kan den relativistiske
impuls vokse uden begraensning, selvom hastigheden u er begraenset af c.

6.2.2 Fire-impuls-bevarelse

Vi tager nu som grundlaeggende aksiom for den relativistiske mekanik, at 4-impulsen er
bevaret i ethvert partikelsammenstgd. Summen af 4-impulsen for et sammenstgd er altsa
den samme som summen af 4-impulsen efter et sammenstgd, altsa

> pi= > P (6.5)

i:l,me j:Lchtcr

hvor i lgber over alle N partikler for sammenstodet, og j lgber over alle Nt partikler
efter sammenstgdet. Bemaerk, at N kan veere forskellig fra N ligesom sammen-
stodet kan veere elastisk savel som uelastisk. Da (6.5) er en relation mellem 4-vektorer
er vores grundlaeggende aksiom automatisk Lorentz-invariant; den vil geelde i ethvert
inertialsystem. Den fgrste af vore forudssetninger er dermed opfyldt.

Ved anvendelse af komponentformen (6.3) for P kan den grundlaeggende bevarelses-
setning (6.5) udtrykkes som to separate ssetninger, nemlig bevarelsen af den relativistisk

impuls,
> Bi= Y. P (6.6)

’L’:l,Nf'M j:LNefter

og bevarelsen af stgrrelsen ~(u)m,

Do Awmi= Y A(uy)my, (6.7)

Z‘:LNf(er j:LNefter

I den ikke-relativistiske greense (u/c < 1) hvor v ~ 1, tilsvarer (6.6) og (6.7) abenbart
den klassiske mekaniks seetninger om henholdsvis impuls- og masse-bevarelse. Hermed
tilfredsstiller vores relativistiske lov forudssetningerne, nemlig at den er Lorentz-invariant
og konform med den Newtonske mekanik. Ogsa i den formelle graense ¢ — oo gar vore
nye love over i de klassiske bevarelsessaetninger.

6.2.3 Eksempel: Impulsbevarelse i stgd mellem to partikler

Lad os nu ved et konkret eksempel se, hvorledes definitionen (6.4) af den relativistiske
impuls leder til impulsbevarelse i partikelsammenstgd. Til dette brug betragter vi et
sammenstgd mellem to identiske partikler, som bevaeger sig med samme hastighed wu,
men i modsat retning, langs de respektive z-akser i de to ssedvanlige inertialsystemer S
og S'. Hver af dem vil da ifplge (3.10) have en hastighed set fra det andet system, hvis
z-komponent har stgrrelsen u/y(v). Lad os antage, at partiklerne kolliderer og smelter
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6 Relativistisk mekanik
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Figur 6.1: To partikler beveeger sig med samme hastighed v men i modsat retning langs
de respektive z-akser i de to inertialsystemer S og S’ og smelter sammen ved
sammenstgdet. Af symmetriarsager ma systemets impuls langs z-aksen veere
nul efter stgdet. Ifplge antagelsen om impulsbevarelse ma det samme da veere
tilfeeldet for stodet. Det fplger heraf, at den relativistiske impuls ma veaere
givet ved udtrykket (6.4).

sammen til én partikel i det gjeblik S og S” er sammenfaldende (Figur 6.1). Af symmetri-
arsager kan den sammensmeltede partikel ikke have nogen hastighed i z-retningen i
nogen af systemerne. Impulsbevarelse i S betyder da, at de to partikler for stgdet ma
have lige store z-impulser. For en partikel ma altsd z-impulsen veere uafthaengig af dens
hastighed efter z-aksen. Men da dens z-hastighed, u/v(v), jo samtidig netop via -
faktoren afheenger af dens hastighed efter x-aksen, folger den umiddelbare konklusion,
at det klassiske udtryk, p'= mi, ikke kan veere generelt gyldigt.
Benytter vi derimod udtrykket (6.4) for den relativistiske impuls, finder vi

~y(w)mu

wymu =05

hvor venstresiden er (stgrrelsen af) z-impulsen af partiklen, der bevaeger sig langs z-
aksen, og hgjresiden er (stgrrelsen af) z-impulsen af partiklen, der bevaeger sig langs
z'-aksen og har farten w i forhold til S. Ved at forkorte igennem med mu finder vi da
relationen
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6.3 Relativistisk energi

Vi kunne nu vise, at denne relation er opfyldt ved at anvende transformationsegen-
skaberne (3.18) for ~-funktionen. Imidlertid veelger vi at benytte os af et trick. Hertil
lader vi u — 0 (vi betragter altsa en sekvens af eksperimenter med stadigt lavere veerdi
af u), hvorved folgelig w — wv. Ligningen ovenfor er dermed opfyldt, hvorved vi har
verificeret, at impulsen er bevaret i det betragtede stgd. Vi konkluderer saledes, at vi
med (6.4) har et tilfredsstillende udtryk for den relativistiske impuls.

Indskud 6.1 Udtrykket (6.4) for den relativistiske impuls skrives til tider pa formen
p=m(u)u,

hvor man altsa har opgivet forestillingen om, at en partikels masse er en Lorentz-
invariant, og i stedet opfatter massen som en funktion af hastigheden

m(u) = v(u)m.

Her angiver m partiklens masse i klassisk forstand, altsa den inertielle masse for sma
hastigheder, u/c < 1. Denne kaldes nu partiklens hvilemasse for at skelne den fra den
relativistiske masse m(u).

Lad os understrege, at vi i denne fremstilling ikke benytter os af denne sprogbrug.
Vi fortsaetter saledes med at opfatte massen som en invariant og lader den relativistiske
impuls veere defineret ved (6.4).

6.3 Relativistisk energi

Lad os nu kigge neermere pa ligning (6.7), som i den ikke-relativistiske graense tilsvarer
den klassiske mekaniks massebevarelse. I det almene tilfselde, er det abenbart ikke mas-
sen, der er bevaret, men en stgrrelse Y y(u)m, som afhenger af partiklernes hastighed.
I den klassiske mekanik kender vi kun én sddan bevaret stgrrelse, nemlig den kinetiske
energi af partikler i elastiske sammenstgd. Her ma bevarelsen imidlertid geelde i alle
sammenstad, bade elastiske og uelastiske, sa > y(u)m kan ikke repraesentere den kine-
tiske energi. Imidlertid er jo den totale energi bevaret i ethvert sammenstgd. Kunne det
da veere, at »  v(u)m repraesenterede partikelsystemets totale energi, og at totalenergien
af den enkelte partikel dermed repracsenteredes ved stgrrelsen y(u)m. Svaret pa dette
spgrgsmal viser sig at veere “ja”.
Til belysning af dette forhold foretager vi raekkeudviklingen

’y(u)m:m(l—2>_l/2=m+012 <;mu2> e (6.8)

Her identificerer vi det andet led som det klassiske udtryk for den kinetiske energi divide-
ret med kvadratet pa lyshastigheden. P& grund af den enorme stgrrelse af ¢? vil dette led
for ikke-relativistiske hastigheder veere forsvindende sammenlignet med massen. Det har
derfor ikke kunnet observeres under klassiske forhold, og dette har ledt til den klassiske
mekaniks princip om massebevarelse.
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6 Relativistisk mekanik

Vi kan nu indse, at pa samme made som den kinetiske energi bidrager til ym, ma
enhver anden energiform ggre det. En af de ting, der jo netop kendetegner energi, er, at
den kan omdannes fra én form til en anden. Teenker vi os f.eks., at to ens kugler med
modsat rettede hastigheder kolliderer og smelter sammen til et legeme i hvile, er >~ ym
ifglge forudsaetningen konstant under hele processen. Men ved sammenstgdet omdannes
kuglernes kinetisk energi jo til varmeenergi, og varmeenergien ma derfor nu give et bidrag
af samme stgrrelse til ) ym, som den kinetiske energi gav tidligere. Derefter kunne vi
igen teenke os at omforme varmeenergien til en tredje energiform etc. Uanset hvilken
form energien er pa, vil energimaengden veere den samme, og da ogsa >, ym er bevaret,
ma konklusionen da blive, at enhver energiform bidrager pa samme made til ym.

Hvis vi saledes betragter et fysisk system i hvile, sa vil i det mindste en del af dets
masse matte tilskrives de forskellige indre energiformer, som er tilstede i systemet. Fra
det makroskopiske, via det atomare og helt ned til det subnukleare niveau ved vi, at der
er frihedsgrader med tilhgrende energier. Logisk set kunne man teenke sig, at det kun
var en del af et fysisk systems masse, der saledes kunne tilskrives indre energiformer.
Einstein tog imidlertid det for hans tid modige skridt at sekvivalere hele massen med
energi ifglge den bergmte relation

Eo = mc?. (6.9)

Her kaldes energien Fy for systemets hvileenergi, idet den jo netop angiver energien af
et system i hvile. I dag ved vi fra f.eks. annihilationen af elektroner og positroner, at
elementarpartiklers masse lader sig omdanne fuldstendig til stralingsenergi. Einsteins
bergmte ligning er derfor eksperimentelt meget velfunderet.

Vender vi nu tilbage til en partikel i fri bevaegelse, vil dennes totale energi ifglge
ovenstaende argumentation veere

E = ymc*. (6.10)
Den kinetiske energi, K, defineres da som forskellen mellem partiklens totale energi og
dens hvileenergi

K =E— Ey, (6.11)

saledes at

K = (v — 1)mc®. (6.12)

Ved rzekkeudvikling af K genfinder vi selvfglgelig, som i (6.8), det klassiske udtryk %mu2
som det ledende led. De gvrige led udggr den relativistiske “korrektion”. Bemaerk, at i et
elastisk stgd, hvor enhver partikels masse er usendret, leder (6.7) til bevarelsen af den
kinetiske energi.

Med udtrykket (6.10) for den totale energi tager 4-impulsen (6.3) den vigtige form

P =(E/c,p)| (6.13)

Lad os slutte dette afsnit af med at anfgre den ofte benyttede sammenhaeng mellem
en partikels hastighed, impuls og energi

Rl =

P==i (6.14)
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6.3 Relativistisk energi

som fplger af direkte anvendelse af definitionerne (6.4) og (6.10).

Indskud 6.2 Transformation af energi og impuls
Af formen (6.13) for 4-impulsen og af Lorentz-transformationen (5.11) for en 4-vektor,
fas i seerdeleshed de meget anvendte transformationsregler for energi og impuls

E'Je=~(E/c— Bps),
Py =7 (px — BE/c),
Py = Dy
P = p=

(6.15)

6.3.1 Eksempel: Ekvivalensen mellem indre energi og masse

Til demonstration af sekvivalensen mellem et systems indre energi og dets masse betrag-
ter vi et rgr, hvori en kugle kan bevaege sig uden gnidning. Udefra kan kuglen ikke ses,
og dens bevaegelse kan derfor regnes som en indre frihedsgrad.

AS

J0—> <
l@

X
>

Figur 6.2: Den kinetiske energi, K, af kuglen, der bevaeger sig i rgret, bidrager med
storrelsen K /c? til systemets inertielle masse.

Vi lader i udgangspunktet rgret med massen M, ligge i hvile vinkelret pa x-aksen i et
inertialsystem S. Kuglen med massen m bevaeger sig med den konstante hastighed V.
Idet alene kuglen beveaeger sig, er systemets kinetiske energi da

K ={y(V) - 1}mc?,

Vi teenker os nu rgret udsat for en forbigaende kraftpavirkning, hvorefter det bevaeger
sig med den konstante hastighed v i z-aksens retning, men stadig vinkelret pa denne. Vi
vil nu beregne systemets kinetiske energi, nar denne tilstand er naet.

Da rgret i S bevaeger sig med hastigheden v, er dets kinetiske energi bestemt ved

Ky = {y(v) — 1} M

For at kunne udtrykke kuglens kinetiske energi, ma vi kende dens nye hastighed 4 i
systemet S. Denne kan lettest findes, idet vi forestiller os et nyt inertialsystem S, der
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6 Relativistisk mekanik

folger rgret og dermed bevaeger sig med hastigheden v i forhold til S. I dette system
ma kuglens hastighed @ have komponenterne @ = (0, V, 0), idet en kraftpavirkning
som den antagne ikke kan eendre impulsen i y-aksens retning. Idet de to hastigheder ¥
og W altsa er ortogonale finder vi af transformationsformlen (3.18) for ~-faktoren, at
v(u) = v(v)y(V). Kuglens kinetiske energi er dermed

Ky = {y()(V) — 1}me2.
Systemets samlede energiforggelse som fglge af kraftpavirkningen bliver da
AK =K1+ Ky — K,
der ved hjalp af de fundne udtryk giver
AK = {y(v) = }M* + {y(v)7(V) = L}mec® — {3(V) — 1}mc?.
Dette kan omskrives til
AK = {y(v) = 1} [M +m+ {(V) = 1}m] ¢*.

Ved at betragte sidste led ser vi, at dette udtryk kan fortolkes som den kinetiske energi
af et system, der bevaeger sig med hastigheden v i S, saledes som rgret og kuglen under
ét gor efter kraftpavirkningen. Systemets masse ma da veere givet ved faktoren i den
skarpe parentes. Vi ser da, at systemets masse er summen M + m af rgrets og kuglens
masser plus det forventede tillaegsled

Am = {y(V) —1}m = K/

6.3.2 Eksempel: Ey = mc? og makroskopiske legemer

For et makroskopisk legeme er hvileenergien mc? enorm. Hvert gram indeholder en ener-

gimeengde pa 9 x 103 J, som nogenlunde tilsvarer Hiroshima-bomben. En meget lille del
af denne energi hidrgrer fra den termiske beveegelse af molekylerne, der udggr legemet,
og kan afgives som varmeenergi. En del hidrgrer fra de intermolekyleere og interato-
mare bindingsenergier og kan i visse tilfeelde delvist afgives ved forbraending eller ved
andre kemiske processer. En meget stgrre del hidrgrer fra kernebindingerne og kan ogsa
tiltider friseettes, som f.eks. i kernekraftvaerker og kernevaben. Den stgrste del af energi-
en (omkring 99%) hidrgrer fra hvileenergien af nukleonerne (protoner og neutroner) og
elektronerne, der udggr atomerne. Kun gennem annihilation mellem stof og antistof kan
denne sidste del af energien friggres.

6.3.3 Eksempel: Solens udstraling

Ved solkonstanten forstas den energimaengde, der i form af solstraling falder pa en flade-
enhed, anbragt vinkelret pa stralingens retning. Den er ved jordoverfladen 1368 W /m?.
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6.4 De relativistiske bevarelseslove

Den totale effekt af solens elektromagnetiske straling — kaldet Solens luminositet — er
derfor
Lo = 47R? - 1368 W/m? = 3.85 x 1026 W,

hvor R = 1.50 x 10" m er afstanden mellem Jorden og Solen. Solens totale energitab er
lidt stgrre, idet den elektromagnetiske straling ledsages af udstraling af elementarpartik-
ler kaldet neutrinoer, som kun vekselvirker yderst svagt med stof, og derfor ikke regnes
med i solkonstanten.

Vi ma nu forvente, at Solens energitab ifglge sekvivalensen mellem masse og energi er
ledsaget af et massetab bestemt ved

Am - 3.85 x 1026 W
At~ (3 x 108 m/s)?

= 4.3 x 10Y kg/s.

6.4 De relativistiske bevarelseslove

Lad os for en kort bemeerkning vende tilbage til udgangspunktet for vores opbygning
af den relativistiske mekanik, nemlig antagelsen om at 4-impulsen er bevaret i ethvert
partikelsammenstgd. Denne antagelse fik udtryk gennem ligningerne (6.6) og (6.7), som
vi nu forstar udtrykker henholdsvis bevarelsen af partikelsystemets relativistiske impuls
og totale energi. Bemaerk, at relationerne (6.6) og (6.7) er henholdsvis rumlige og tidslige
komponenter af 4-vektoren-relationen (6.5). Men idet enhver 4-vektor transformerer ved
Lorentz-transformationen (5.11), som jo sammenblander de tidslige og rumlige kompo-
nenter, indser man let, at hvis to givne 4-vektorer har identiske tidslige komponenter
i ethvert inertialsystem, s& ma ogsa deres rumlige komponenter vaere identiske, og om-
vendt!. Det folger logisk heraf, at enhver af bevarelsessaetningerne (6.6) og (6.7) hver
for sig medfgrer den fulde lov (6.5). Udtrykt anderledes, fglger impulsbevarelsen som en
konsekvens af energibevarelsen, og omvendt.

6.5 Sammenhangen mellem energi og impuls

Mellem energien, E, og den relativistiske impuls, P, kan vi udlede en betydningsfuld
relation ved at betragte kvadratet pa 4-impulsens. For denne far vi ved at benytte (6.13)

P2=P.-P=F?/ - p’ (6.16)
I partiklens hvilesystem, hvor p = 0 og E = mc?, reducerer udtrykket til
P2 = m? (6.17)

Da P? imidlertid er invariant, er de to udtryk sekvivalente, saledes at

E? = p?c® + m2ct. (6.18)

!Situationen er parallel til det seedvanlige 3-dimensionale tilfzelde: Hvis to givne vektorer har identiske
z-komponenter for enhver orientering af koordinatsystemet, s& ma de to vektorer veere identiske.
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Ey =mc

p
Figur 6.3: Totalenergien E afhaenger hyperbolsk af den relativistiske impuls p.

Da E er en positiv stgrrelse, har vi

E =K +mc® = \/p2c2 + m2ct. (6.19)
For meget store hastigheder, saledes at pc > mc?, fas
E ~ pc.

Denne approksimation benyttes ofte i hgjenergifysikken.
For sma hastigheder, saledes at pc < mc?, finder vi af (6.19)

[ 2.2 2
_ 9 pect 9 1 p
E =mc 1+7m204—mc (1+2m202+”'>

2
~mc? + p—,
2m

hvorfor (6.19), som allerede tidligere har anfgrt, gar over i det klassiske udtryk med
K =p?/2m = {mv?.

Den hyperbolske sammenhang mellem energi og impuls, som udtrykkes af (6.18) findes
afbildet pa Figur 6.3. Bemaerk hvordan energien vokser fra veerdien mc? ved hvile og for

store veerdier af impulsen, pc > mc? naermer sig asymptoten E = pc.

6.6 Masselgse partikler

I den relativistiske mekanik kan vi inkludere endog masselgse partikler sasom fotoner.
Ved at szette m = 01 (6.18) finder vi E? = p?c?, og dermed

p=E]ec (6.20)
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En masselgs partikel vil dermed ifglge (6.13) have 4-impulsen
P=FE/c(1,7), (6.21)

hvor i er enhedsvektoren, der beskriver partiklens bevaegelsesretning i rummet. Idet 4-
impulsen altsa er lysagtig (og dermed ifplge (6.1) og (5.20) enhver forskydningsvektor pa
partiklens bane har samme egenskab) fglger det, at enhver masselgse partikel bevaeger
sig med lyshastigheden. Dette kan ogsa indses ved anvendelse at (6.14).

Resultatet (6.20) kunne for en overfladisk betragtning synes at vaere i modstrid med
definitionen (6.4) af den relativistiske impuls, p'= v(u)m, da man ved at sette m =0
i dette udtryk, synes at opna, at masselgse partikler vil have impulsen nul. Dette er
imidlertid en fejlslutning, idet jo v(u) netop giver en uendelig veerdi for u = ¢. Det kan
tveertimod vises, at resultatet (6.20) er konsistent med impulsdefinitionen (6.4).

@velse 6.1 Betragt en partikel med den konstante energi E og massen m. Benyt udtryk-
ket (6.10) for partiklens energi til med udgangspunkt i impulsdefinitionen (6.4) at opskri-
ve et udtryk for impulsens stgrrelse, som alene athaenger af E' og m og naturkonstanten c.
Foretag nu graenseovergangen m — 0 og kontroller at resultatet er i overensstemmelse
med (6.20).

6.6.1 Doppler-effekten fra transformationen af fotonens 4-impuls

Vi kan nu demonstrere, hvorledes udtrykket (4.5) for den relativistiske Doppler-effekt
fglger direkte af transformationsegenskaberne for fotonens 4-impuls. Til dette brug har vi
brug for et resultat fra kvantemekanikken, som siger, at en fotons energi er proportional
med dens frekvens,

E = hy, (6.22)

hvor proportionalitetskonstanten h er Plancks konstant.
Lad os betragte en foton, der beveaeger sig langs z-aksen i systemet S med energien F.
Den har da 4-impulsen
P =FE/c(1,1,0,0).

Fotonens 4-impuls i S’ kan nu bestemmes ved hjalp af Lorentz-transformationen (5.11).
Her er vi imidlertid kun interesserede i energien, hvorfor vi ngjes med at beregne nulte-
komponenten, altsa

;o _ _ 1-p
E' =~(E—-BE)=E s

Idet vi benytter proportionaliteten (6.22) af E og v, fas da umiddelbart relationen
v 1-3
1+’

i overensstemmelse med (4.5).
Pa tilsvarende vis kan ogsa transformationsegenskaberne for retningen af en fotons
bevaegelse og dermed udtrykket (4.17) for lysets aberration bestemmes.
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foton elektron
b ATAYAYAAAYAAYA - 2 o
E m

Figur 6.4: Kinematisk situation for Comptonspredning

6.6.2 Eksempel: Compton-spredning

Som et eksempel pa anvendelsen af den relativistiske spredningsmekanik pa masselgse
partikler betragter vi Compton-spredningen, hvorved fotoner spredes pa elektroner. Vi
betragter, som skitseret pa Figur 6.4, en foton med energien F som stgder sammen med
en hvilende elektron med massen m, og derved spredes med vinklen 6. Efter sprednings-
processen har fotonen energien E, som vi gnsker at beregne.

Vi skriver 4-impulsbevarelsen pa formen

P,+P. =P, +P,

hvor symboler med tilder refererer til sluttilstanden. I dette udtryk har vi information
om de to partikler i begyndelsestilstanden (repraesenteret ved P, og P.), og vi sgger
information om fotonen i sluttilstanden (repreesenteret ved 157). Derimod er vi ikke
interesserede i elektronen i sluttilstanden (repreesenteret ved f’e). Pa elegant vis dropper
denne elektrons kinematik ud af ligningen, ved at isolere dens impuls pa den ene side,

P.=P,+P.- P,
og derefter kvadrere,

P?=P2+P.+P2+2P, - P.—2P,-P,—2P.-P,.

For de invariante kvadrater pa 4-impulserne har vi ifglge (6.2), ng = f’% =0og P? =
P2 = m2c2, hvorefter altsa

P, -P,=P,.P,—P.-P,.

Ved spredningsprocessen andres fotonens bevegelsesretning fra at vaere bestemt ved
enhedsvektoren 7i til at veere bestemt ved enhedsvektoren 7, hvor ifglge forudsaetningerne
7 - 1 = cos #. Fotonens 4-impuls for og efter vekselvirkningen er derfor henholdsvis

P,=FE/c(1,@), og P,=E/c(1,q).
Elektronen er i hvile fgr vekselvirkningen, hvorfor dens 4-impuls er

P. =mc(1,0).
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6.7 Tyngdepunktssystemet og den invariante masse

Indseetter vi nu de tre 4-impulser i udtrykket ovenfor, finder vi

som efter omskrivning giver det eftersggte resultat for fotonenergien

E
L (1—cos)+1

6.7 Tyngdepunktssystemet og den invariante masse

For mange anvendelser er det nyttigt at betragte problemet fra et inertialsystem, hvori
den totale impuls er nul. Et sddan system eksisterer for ethvert partikelsystem. I analogi
med den klassiske mekanik kalder man dette system for tyngdepunktssystemet, selvom
dette egentlig er en lidt misvisende betegnelse. En bedre betegnelse ville veere nul-impuls-
systemet.

Lad os betragte et vilkarligt inertialsystem S og i dette et system af partikler, der
lejlighedsvist vekselvirker via sammenstgd men ellers er frie. Partiklerne bevager sig
da jeevnt mellem sammenstgdene. Vi definerer nu systemets totale energi, totale impuls
og totale 4-impuls som den gjeblikkelige sum over de tilsvarende stgrrelser for hver af
partiklerne, altsa

E= in, p= Z@, P = ZPZ- => (Ei/e,p;) = (E/e,P).  (6.23)

7

P& grund af bevarelseslovene er enhver af disse stgrrelser konstant i tiden.

Idet P er en sum af 4-vektorer, synes det abenbart af den selv méa veere en 4-vektor.
Helt sa simpelt er det imidlertid ikke. Havde enhver iagttager veeret enig om hvilke P;’er,
der indgik i summen > P;, sa ville P klart veere en 4-vektor. Men summen udregnes
jo til et bestemt tidspunkt i hvert system, og det kan dermed veere forskellige P;’er
der udggr summen i de forskellige systemer. Imidlertid geelder der jo 4-impulsbevarelse
ved hvert eneste sammenstgd mellem to partikler, og i hvert system kunne man saledes
udregne sin sum over praecis de samme P;’er som i S, og fa det samme resultat som for
den gjeblikkelige sum Sa P er altsa virkelig en 4-vektor.

I almindelighed indeholder partikelsystemet bade masselgse partikler og partikler med
endelig masse. Tilsvarende indeholder summen ) P; bade lysagtige (m = 0) og tidsag-
tige (m > 0) 4-vektorer, som alle peger mod fremtiden. Man indser da let (f.eks. gennem
geometriske argumenter), at P vil veere tidsagtig og pege mod fremtiden. Eneste und-
tagelse herfra er tilfaeldet, hvor systemet bestar af udelukkende masselgse partikler, der
alle beveeger sig parallelt. I almindelighed findes der da et system, hvori de rumlige kom-
ponenter af P er nul, altsa p'= > p; = 0. Dette system er tyngdepunktssystemet, og
heri er systemets 4-impuls

Pcu = (Mc, 0), (6.24)
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invariant masse

Den invariante
masse bevaret i et
isoleret system.

6 Relativistisk mekanik

hvor M kaldes systemets invariante masse og er givet ved

Mec= VP2 =/E2/c2 - p2, (6.25)

med F og p defineret ved (6.23). Vi ser altsa, at den invariante masse er for partikelsyste-
met, hvad massen er for en enkelt partikel. Det er praecis den masse man ville male, hvis
man ikke var opmaerksom pa systemets sammensatte natur (som for et makroskopisk
legeme, som er sammensat af molekyler i indbyrdes bevagelse).

Lad os slutte af med den vigtige iagttagelse, at bevarelse af 4-impulsen leder til beva-
relse af den invariant masse. Den invariante masse er altsa bevaret for et ethvert isoleret
system.

6.7.1 Eksempel: Elektron-positron-sammenstgd

Vi betragter en proces, hvor en elektron (e™) og en positron (e™) bringes til sammensted.
Idet positronen er elektronens anti-partikel, kan de to partikler herved annihilere, og
den frigivne energi omdannes til andre partikler ifglge Einsteins formel Ey = mc?. I det
givne tilfeelde, hvor elektronen og positronen taenkes at vaere modsatrettede, og hvor
begge har impulsen p = 1.55 GeV/c, skabes en ny partikel kaldet en J /1 ved reaktionen
et +e” — J/1. Vi gnsker nu at bestemme massen af den skabte partikel. (Vedrgrende
de her anvendte enheder, se det fglgende indskud.)

Da 4-impulsen er bevaret ved processen, gnsker vi altsa at beregne den invariante masse
af elektron-positron-systemet for stgdet. Vi starter med at konstatere, at elektronen
og positronen har identiske masser, idet de er hinandens anti-partikler. Dernsest ser
vi, at for begge partikler er hvileenergien mc? = 0.511 MeV forsvindende i forhold til
pc = 1.55 GeV, hvorfor vi kan benytte approksimationen £ = pc. De to partiklers 4-
impuls er da

P.- = (p, P) og P+ = (p, —P).

Systemets samlede 4-impuls,
P=P. +P. =(2p, 0),
har da det invariante kvadrat P? = 4p?, og den invariante masse er
M = %\/15 = 2p/c.
Ved indseettelse af talveerdier finder vi nu massen af J/1) partiklen

M =2-155 GeV/c? = 3.1 GeV/c2.

Indskud 6.3 Energienheden elektronvolt
I den moderne fysik, navnlig i hgjenergifysikken, har der udviklet sig en specialiseret
sprogbrug, hvor energier regnes i enheder af elektronvolt (eV). Her er 1 eV det arbejde,

102
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som det elektriske felt udfgrer pa en elektron, nar denne gennemlgber et spaendingsfald
pa 1 Volt. Elektronvolt er da en meget lille enhed, idet feltets arbejde jo er

W = (—1.6022 x 1071 C)(—1 V) = 1.6022 x 10717 J,

saledes at

[1eV=1.6022x 10" ].] (6.26)

I praktiske anvendelser benytter man ofte enhederne keV, MeV, GeV og TeV, som er
henholdsvis 103 eV, 10° eV, 109 eV og 10'? eV.
Som et eksempel udregner vi elektronens hvileenergi i elektronvolt, og finder

1eV
2 —31 8 2 B
Ey =mec” = (9.11 x 10~ kg)(3.0 x 10° m/s) 16077 % 10-9 7 — 0.511 MeV.

En partikels masse angives nu ved den tilsvarende hvileenergi malt i elektronvolt, saledes
at f.eks. elektronmassen er
me = 0.511 MeV/c?.

Tilsvarende har ogsa stgrrelsen pc enheden energi. Impuls udtrykkes derfor i enheder af
eV/e.

I moderne acceleratorer kan elementarpartikler tildeles energier, der ligger mange stgr-
relsesordner over deres hvileenergier. Ved LHC-acceleratoren, ved CERN i Geneve, ac-
celereres protoner med massen 938 MeV /c? op til energier pa E ~ 7 TeV. Ifplge (6.19)
er da E ~ pc, og protonernes impuls er saledes 7 TeV /c.

6.7.2 Eksempel: Observation af Higgs-bosonen ved LHC

I partikelfysikkens sakaldte standardmodel, spiller Higgs-mekanismen en afggrende rolle,
idet det er via denne elementarpartiklerne far masse. Verifikation af Higgs-mekanismen
har saledes veeret efterstraebt siden 1970’erne. Higgs-mekanismen forudsiger eksistensen
af den sakaldte Higgs-boson (eller Higgs-partikel), hvorfor en opdagelse af denne tolkes
som et afggrende bevis pa standardmodellens rigtighed. Netop eftersggningen af Higgs-
bosonen har siden starten veeret et af hovedargumenterne bag LHC-programmet ved
CERN i Geneve. I LHC-acceleratoren stgdes protoner mod protoner ved meget hgje ener-
gier, hvorved nye partikler kan dannes. I juli 2012 offentliggjorde LHC-eksperimenterne
resultater, som viser at et ny partikel, konsistent med en Higgs-boson, var fundet. Et
af de vigtigste signaler var fra henfaldet af Higgs-bosonen til et foton-par, H — ~v.
Data fra ATLAS-eksperimentet er vist i Fig. 6.5, hvor en top ses ved en masse omkring
126 GeV/c%. Vi vil her undersgge, hvordan denne masse er rekonstrueret.

I eksperimentet observeres som sagt to fotoner. Apparaturet fastleegger de to fotoners
energier, F1 og Es, og deres bevaegelsesretninger repraesenteret ved enhedsvektorene, 7iq
og 7iy. Idet fotonerne er masselgse tager deres 4-impulser da i medfer af (6.21) formen

Py =Ei/c(1,71), og  Pz=E/c(1,1).
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ATLAS ¢ Dpata
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Figur 6.5: Fordelingen af invariant masse af foton-par i ATLAS-eksperimentet ved LHC
observeret op til juli 2012. Den observerede top ved m., =126 GeV tolkes
som opdagelsen af Higgs-partiklen. Den gvre del af figuren viser antal foton-
par som funktion af den malte invariante masse. I den nedre del har man
subtraheret den sakaldte baggrund (Bkg) fra det observerede signal.

Den invariante masse af foton-parret fas ved at kvadrere den samlede 4-impuls, altsa

m?.c> = (P1+P3)? =P} + P5 + 2P - P, = 2P - Py

hvor sidste skridt fglger af, at fotonerne er masselgse, hvorfor P? = P2 = 0. Videre fas
ved indseettelse af 4-vektorene

o _EE[ 1] [1]_EE
Y C4 7_7:1 ﬁ2 C4

m (1 —cosb),

hvor 6 er abningsvinklen mellem de to foton-retninger, og dermed #i; - fis = cos 6. Vi har
dermed det sggte udtryk

6.7.3 Teerskelenergien

Et vigtigt anvendelsesomrade for den relativistiske mekanik er sakaldte taerskelproblemer.
Som et eksempel betragter vi produktion af anti-protoner ved sammenstgdet mellem to
protoner.

I ethvert sammenstgd mellem elementarpartikler, hvor der er tilstrackkelig energi til
radighed, kan der produceres nye partikler, som enten kan veere af samme type som
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de kolliderende partikler eller af en anden type. I enhver partikelproduktion ma ikke
alene 4-impulsen veere bevaret, men ogsa den totale elektriske ladning samt en del andre
sakaldte kvantetal, som kendes fra partikelfysikken.

Vi betragter nu produktion af et proton-antiproton-par gennem reaktionen

p+p—p+p+(p+D), (6.27)

hvor p angiver antiprotonen. Vi antager, at den ene proton i begyndelsestilstanden er i

hvile i laboratoriet, og gnsker at vide, hvor stor en energi den anden proton mindst skal

have for at processen kan forega. Denne energi benaevnes terskelenergien for processen.
Ifglge 4-impulsbevarelsen gaelder der

P+ Py =P (628)

hvor Py og P5 er 4-impulserne af henholdsvis den hvilende og den indkommende proton
i begyndelsestilstanden, mens Py er den totale impuls af sluttilstanden. Ved at kvadrere

finder vi
(P1 + PQ) . (Pl + PQ) =P; Py

Her er hgjresiden Py - Py = P% forbundet med sluttilstandens invariante masse gen-
nem relationen P% = MfZCQ. Ved teerskelenergien — altsa den mindste energi hvorved
processen kan foregd — vil alle partikler i sluttilstanden have den kinetiske energi nul
i tyngdepunktssystemet. De fire partikler vil altsa ligge i hvile i forhold til hinanden.
Systemets invariante masse vil da vaere 4M, hvor M er protonmassen. Vi udregner nu

venstresiden og finder
P} + P34 2P; - Py = 16M2c2. (6.29)

De invariante normer PZ og P? for de to protoner er
P2 — P2 — M22
som vi indseetter i (6.29), hvorefter vi finder
P, Py =7M?2 (6.30)

Vi definerer nu 4-impulserne til de to protoner i begyndelsestilstanden, idet vi antager
at den indkommende proton (2) har 3-impulsen p,

P, = (Mc, 0),
P2 = (E / C, ﬁ)

Vi finder saledes
P, -Py,=FEM (6.31)

hvoraf vi ved sammenligning med (6.30) endelig finder det sggte resultat

E=TMc (6.32)
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Den totale relativistiske energi E af den indkommende proton ma altsd mindst veere
7TMc? for at processen (6.27) kan forega. Traekker vi protonens hvileenergi fra, fas, at
den kinetiske energi af den indkommende proton mindst ma veere K = 6Mc? = 5.6 GeV.

Det kan bemserkes, at for at producere en “ekstra hvileenergi” pa 2Mc? skal man altsa
bruge en kinetisk energi pa 6Mc? i laboratoriesystemet. l&rsagen er den abenbare, at
for at tilfredsstille impulsbevarelsen, ma partiklerne i sluttilstanden tildeles en kinetisk
energi. Og denne energi ma saledes ogsa veere tilstede i begyndelsestilstanden. Havde
vi i stedet arrangeret det saledes, at to protoner mgdte hinanden med lige store og
modsatrettede impulser, ser vi umiddelbart at reaktionen (6.27) ville kunne forega, hvis
hver af protonerne havde den kinetiske energi K = Mc2.

6.8 Bindingsenergien

I dette og det folgende afsnit betragter vi to vigtige begreber fra anvendelsen af sekvi-
valensen mellem masse og energi, nemlig bindingsenergien og reaktionsenergien.

Vi betragter et isoleret system bestaende af to partikler, som pavirker hinanden med
konservative kraefter. Systemet iagttages fra tyngdepunktssystemet, og vi antager at
partiklernes hastigheder her er sa sma, at vi kan anvende den klassiske mekaniks love.
Da kraftfeltet er konservativt, eksisterer der en potentialfunktion

U =U(R — ),

hvor 71 og 75 er partiklernes stedvektorer. Potentialfunktionen antages at have vaerdien
nul, nar partiklerne fjernes uendelig langt fra hinanden. Ifslge princippet om energibe-
varelse, er summen af systemets potentielle og totale kinetiske energi konstant, altsa

K + U = konst.

I det tilfeelde hvor den gensidige kraft er tiltreekkende, kan K + U veere negativ, og de
to partikler vil da veere bundne til hinanden.

Vi taenker os nu, at vi gnsker at fjerne de to partikler uendelig langt fra hinanden pa en
sadan made, at de er i hvile i sluttilstanden. Vi siger da, at partiklerne er asymptotisk frie.
For at adskille de to partikler ma vi udfgre et arbejde for at modvirke partiklernes gensi-
dige tiltreekningskraft. Herved tilfgjer vi systemet den positive energimeengde —(K + U).
Dette tilsvarer en massetilveekst, og det bundne systems masse ma saledes vaere mindre
end summen af de to frie partiklers masser. Vi definerer nu systemets bindingsenergi som
forskellen i hvileenergien mellem de adskilte bestanddele og det sammensatte system:

Eg = [M(frie) — M (bundne)] ¢*. (6.33)

6.8.1 Eksempel: Brintatomets bindingsenergi

Som et eksempel betragter vi brintatomet, som bestar af en elektron og en proton, der
er bundet til hinanden af den elektromagnetiske kraft. Den potentielle energi er givet
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ved

62

dregr’

som gar asymptotisk mod nul nar separationen r vokser. Bindingsenergien for et brint-
atom i grundtilstanden, som tilsvarer ionisationsenergien, er 13.6 eV. Brintatomets masse
er altsi 13.6 eV /c? mindre end summen af masserne af en proton og en elektron.

6.8.2 Eksempel: Deuteronens bindingsenergi

I kernefysikken mgder man bindingsenergier, der er omtrent en million gange stgrre end
hvad der er tilfseldet i atomfysikken. Som et eksempel betragter vi deuteronen, som er
en bunden tilstand af en neutron og en proton. Bindingsenergien er her givet ved

Ep = [M(n)+ M(p) - M(d)] ¢
= [939.57 MeV/c* +938.27 MeV/c* — 1875.61 MeV/c?] ¢?
= 2.23 MeV.

6.8.3 Eksempel: Solens og stjerners energiproduktion

Den vigtigste energikilde i Solen og de fleste andre stjerner er kerneprocesser, hvorved
brint omdannes til helium. Omdannelsen forlgber via den fglgende sekvens af kernereak-
tioner

p+p — d+e +ue
p+d — 3He+~y
SHe +3He — *He+4+p+p+1,

hvor de to fgrste trin forlgber to gange, hver gang det sidste trin forlgber en gang. De

to positroner som produceres i fgrste trin, annihilerer umiddelbart med to elektroner, og
den totale reaktion bliver dermed

4p + 2¢~ — “He + 2v,.
Den frigivne energi pr. dannet heliumkerne beregnes nu fra masseregnskabet
[4M(p) +2M(e™) — M(4He)] ¢® = (4 x 938.27 + 2 x 0.51 — 3727.22) MeV = 25.9 MeV.

Bemaerk, at der skabes to neutrinoer, v., for hver dannet heliumkerne. Neutrinoer
vekselvirker kun meget svagt med stof, og naesten alle neutrinoer, der produceres i Solens
centrum, undslipper Solen og strales ud i det tomme rum. Solen er saledes en vigtig
neutrinokilde. Omtrent 2% af Solens energiproduktion udstrales som neutrinoer. Fra
Solens udstraling kan man beregne den forventede neutrinoflux ved Jorden til at veere
6.6 x 1010 cm™2s71.
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6.9 Reaktionsenergien

Neert besleegtet med bindingsenergien er begrebet reaktionsenergi. Ikke alle sammensatte
systemer har en masse, som er mindre end summen af bestanddelenes masser, og nogle
fundamentale partikler henfalder saledes spontant til andre partikler, hvis kombinerede
masse er mindre end moder-partiklens. I disse tilfselde giver forskellen i masse anledning
til frigivelse af energi ved henfaldet eller reaktionen. Vi definerer reaktionsenergien som

Q = [M (partikler for) — M (partikler efter)] ¢ (6.34)

Reaktionsenergien er altsa lig med bindingsenergien med modsat fortegn. Hvis @ er
positiv, siger vi at reaktionen er exoterm; dvs. den frigiver energi. Hvis () er negativ, er
reaktionen endoterm; der kraeves tilfgrsel af energi, for at den foregar.

6.9.1 Eksempel: Neutron-henfald

Vi betragter det spontane henfald af en fri neutron ved processen n — p + e~ + .. For
at finde den frigivne energi ved dette henfald ma vi beregne forskellen i masserne fgr og
efter henfaldet. Neutrinoen v, vides at have en meget lille masse (lseenge har man endog
ment, den var masselgs), som vi kan ignorere i dette regnskab. Vi finder derfor

Q= [M(n) — M(p) - M(e)] &
= [939.57 MeV/c® — 938.28 MeV/c?* — 0.511 MeV/c?] ¢
=0.78 MeV.

Reaktionsenergien ved dette henfald er meget lille, og da processen gar via den sakaldte
svage kraft, er neutronens levetid ret stor; omtrent et kvarter. Man kunne spgrge, hvorfor
der overhovedet findes neutroner, da Universets alder jo er betydeligt leengere end et
kvarter. Det skyldes, at ovennsevnte beregning kun er gyldig for frie neutroner. For
neutroner, som er bundne i en atom-kerne er reaktionsenergien faktisk negativ. Altsa
er det energetisk fordelagtigt, at neutronerne forbliver neutroner. At dette er tilfzeldet,
kan man kvalitativt forstd derved, at en proton i modsstning til neutronen ville blive
Coulomb-frastgdt af de andre protoner i kernen. Hvis protonens potentielle energi i det
elektriske felt fra de andre protoner ville overskride den ovennaevnte reaktionsenergi, vil
processen ikke forega.

6.10 Fire-kraften og tre-kraften

Den eneste pavirkning af en partikels bevaegelse vi hidtil har betragtet var fra sammen-
sted, og vi er kommet ganske langt uden af ty til kraftbegrebet. Dette spiller imidlertid
ogsa en vigtig rolle i den relativistiske mekanik, som f.eks. ved beskrivelsen af ladede
partiklers bevaegelse i et elektromagnetisk felt.
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6.10 Fire-kraften og tre-kraften

Vi starter med at definere 4-kraften pa en partikel med massen m

P 4 (nU) = ma, (6.35)

d
b= —
dr dr

hvor vi har antaget, som vi vil ggre i det folgende, at partiklens hvileenergi og dermed
dens masse ikke pavirkes af kraften gennem f.eks. deformation eller eksitation, og at
derfor dm/dr = 0. Vi bemaerker, at i fravaeret af en kraft forbliver P konstant. Fra
komponent-formen (6.13) af P finder vi nu

2=t (fﬁ) ) (fﬁ) — () (ifﬂ , (6.36)

hvor vi har indfert den relativistiske 3-kraft defineret ved

F=_° ). .
Erialer {y(u)md (6.37)

I den ikke-relativistiske graense reducerer F til den velkendte Newtonske kraft, F =
mdi/dt = ma. Bemeerk hvordan effekten dE/dt, altsa raten med hvilken kraften udferer
arbejde pa partiklen og derved overfgrer energi til denne, danner partner med 3-kraften i
4-vektoren ®, pa samme made som energien danner partner med 3-impulsen i 4-vektoren
P.

Af (6.35) folger, idet U og A ifplge (5.29) er ortogonale, at

& U=0. (6.38)

Tilsvarende finder vi ved anvendelse af komponent-formerne (5.22) og (6.36)

® U =%(u) (‘if—ﬁﬁ). (6.39)

Ved sammenligning af de to udtryk far vi saledes umiddelbart sammenhzengen

— dE
F-i=— 6.40
i= (6:40)

hvorved ® tager den alternative komponentform

® = (u) <ﬁ : ﬁ, F’) : (6.41)

Cc

Af (6.40) ser vi, at der ogsa i det relativistiske tilfeelde geelder sammenhsengen
F .47 = dE, (6.42)

som siger, at kraftens arbejde er lig med tilveeksten i partiklens energi.
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6.10.1 Transformationsregler for kraften

Med udgangspunkt i udtrykket for 4-kraften (6.41) og transformationsreglerne (5.11)
for 4-vektorer kan vi finde transformationsreglerne for 3-kraften. Vi vil imidlertid her
ngjes med at betragte det tilfzelde, hvor vi kender kraften i partiklens @jeblikkelige
hvilesystemet og gnsker at finde den transformerede kraft i et andet system.

Vi lader systemet S’ veere partiklens gjeblikkelige hvilesystem, som antages at bevaege
sig pa saedvanlig made i forhold til systemet S. Idet partiklen i S’ har den gjeblikkelige
hastighed @ = 0, er 4-kraften i dette system ifplge (6.41) givet ved

®' = (0, F,, F, F). (6.43)
Af Lorentz-transformationen (5.11) finder vi heraf 4-kraftens rumlige komponenter i S
o =y(v)F,, ®2=F, P3=F. (6.44)

Imidlertid kan vi finde de samme komponenter ved at benytte definitionen (6.41), idet
partiklen jo i S har hastigheden v,

o1 =7(0) ey,  P2=7@)F,,  P3=1(v)F.. (6.45)
Ved at sammenholde (6.44) og (6.45) fas nu
F, =F., Fy:Fé/'y, F,=F./y, (6.46)

hvorved vi har bestemt de gnskede transformationsegenskaber. Specielt ser vi altsa, at
kraftkomponenten i bevaegelsesretningen, F,., er den samme i laboratoriesystemet som i
partiklens gjeblikkelige hvilesystem.

6.11 Den relativistiske bevagelsesligning

Vi vil nu betragte det tilfaelde, hvor en forskrift foreligger for, hvordan den relativistiske
3-kraft pa en partikel athezenger af omgivelsernes fysiske tilstand. Ligningen (6.37) far
hermed et fysisk indhold og udger da den relativistiske bevegelsesligning.

Af (6.37) finder vi ved at gennemfgre differentiationen

. di _dy dée F-@
F = e + mi- =M + — (6.47)

hvor vi i sidste lighed har benyttet (6.40) med E = ymc?. Vi ser heraf, at accelerationen
a = du/dt vil ligge i planet udspeendt af F og @, men at den i almindelighed ikke vil
veere ensrettet med F. Hvis vi undtager det tilfeelde hvor @ = 0, vil F og a kun vaere
ensrettede, nar det sidste led i (6.47) er proportional med F, og dette sker kun nar F og
i er enten ortogonale eller parallelle. Vi vil nu betragte eksempler pa disse to tilfeelde.
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6.11 Den relativistiske bevaegelsesligning

6.11.1 Cyklotronbevagelsen

Som et eksempel, der har szerlig interesse i relativistiske problemer, kan vi betragte
elektromagnetiske kreefter. Kraften pa en partikel med ladning ¢, der bevaeger sig i et
elektrisk felt E og et magnetfelt B - den sikaldte Lorentz-kraft — er givet ved det
velkendte udtryk

F=qE+dxB), (6.48)

som har vist sig ogsa at have gyldighed i den relativistiske beskrivelse.
For en ladet partikel i et konstant magnetfelt, B, reducerer Lorentz-kraften til

F = q(@i x B) (6.49)

Kraften er da stedse vinkelret pa hastigheden, hvorfor sidste led i (6.47) forsvinder, og
bevaegelsesligningen reducerer til

ym— = q(@ x B). (6.50)

Accelerationen er altsa vinkelret pa hastigheden, hvorfor partiklen i det konstante mag-
netfelt vil foretage en jeevn cirkelbevaegelse i planet vinkelret pa feltet. Man viser let, at
radius i cirkelbevaegelsen, den sakaldte cyklotronradius, vil veere

Te = qu = qu, (651)

hvor u = |1 og B = ]E |. Cyklotronradius er altsa proportional med impulsen, og maling
af en ladet partikels afbgjning i et kendt magnetfelt kan saledes benyttes til at bestemme
partiklens impuls.

Eksempel 6.1 Cyklotronen

I en cyklotron accelereres ladede partikler op til relativistiske hastigheder i et cirkulaert
stralergr. Bevaegelsen har altsa fast radius. Man ma saledes ifolge (6.51) foroge magnet-
feltet i takt med impulsen for at holde partiklerne pa deres bane.

6.11.2 Hyperbolsk bevaegelse

For en ladet partikel i et konstant elektrisk felt reducerer Lorentz-kraften til
F = E. (6.52)

Lad os betragte det tilfeelde, hvor partiklen starter sin beveaegelse fra hvile. Den vil da
veere pavirket af en kraft, der til stadighed er ensrettet med hastigheden, og kraften vil
dermed ifglge (6.46) have samme styrke, F', ogsa i partiklens gjeblikkelige hvilesystem.
Partiklen vil altsa have den konstante egen-acceleration g = F/m.

Lad os arrangere inertialsystemet S saledes, at partiklen heri starter sin beveegelse
ix = 0 til tiden t = 0, og at kraften er rettet efter x-aksen. Vi sgger nu partiklens
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6 Relativistisk mekanik

relativistiske bevaegelsesligning, som erstatning for det klassiske, parabolske udtryk z =
% gt2.

Vi har allerede i Afsnit 2.10.2 set hvordan en konstant egen-acceleration er sammen-
knyttet med en hyperbolsk bevaegelse, og med resultatet fra Opgave 2.6 kunne vi via
diverse omskrivninger komme frem til en lgsning pa det aktuelle problem. Her vil vi
imidlertid gennemfgre udregningerne direkte.

Sammenhaengen mellem partiklens konstante egen-acceleration, g, og accelerationen,
du/dt, i S er ifglge (5.32) givet ved

_pdu_d

PG = Sl (6.5

g
hvor vi for sidste ligning har benyttet identiteten d(yv) = v3dv, som let eftervises. Ved
integration med hensyn til ¢ fas heraf

gt = uy(u) = S — (6.54)

V1—u2/c?’
hvor vi har benyttet, at u = 0 til tiden ¢t = 0. Ved isolering af u fas da

t
u=—— (6.55)

V1+ (gt/c)?
Vi ser, at for sma tider, t < ¢/g, er u ~ gt, som forventet i det ikke-relativistiske tilfaelde.
Videre ser vi, som ventet, at u — ¢ for store tider, t > ¢/g.
Ved at integrere endnu engang med hensyn til ¢ finder vi dernsest den tilbagelagte
vejleengden

2

c gt 2
Tr=— 1+ <> -1, (6.56)
g c

hvor vi har benyttet graensebetingelsen z = 0 for ¢ = 0. Korrektheden af dette udtryk
eftervises enklest ved differentiation. For sma tider, ¢t < ¢/g, genfinder vi ved raekkeud-
vikling det klassiske udtryk = = % gt?. Udtrykket (6.56) kan skrives pa formen

(% + 1)2 . <gct)2 _1, (6.57)

(x+c?/g)* = (ct)* = (*/9)?, (6.58)

og bevaegelsen ses sdledes at danne en hyperbel i rumtidsdiagrammet med en asymptote,
givet ved lyskeglen 2 = ct —c? /g, som skitseret pa Figur 6.6. Bemeerk, at et lyssignal, der
udsendes til tiden t = ¢/g fra x = 0 vil fglge asymptoten og dermed aldrig na partiklen.
Asymptoten kaldes det accelererede systems begivenheds-horisont, idet en iagttager i det
accelererede system ikke vil kunne modtage information om begivenheder, der sker i
x =0 til tider ¢t > ¢/g.

eller tilsvarende
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6.11 Den relativistiske bevaegelsesligning

/g -

> T

Figur 6.6: En partikel, der udsaettes for en konstant kraft, har konstant egenaccelera-
tion og udfgrer en hyperbolsk bevaegelse.

Vi kan finde et udtryk for y-funktionen ved at dividere (6.54) med (6.55), altsa
v=V1+(gt/c)? =1+ ga/S, (6.59)

hvor den sidste omskrivning fplger af (6.56). Partiklens energi

2

E = yme* = me® + mgzx (6.60)

vokser dermed linesert med den tilbagelagte vejleengde akkurat som i det klassiske til-
feelde. Dette er selviplgelig konsistent med (6.42).

Vi kan nu benytte (3.4) til at finde egentiden i det bevaegede system, altsa tiden man
ville aflaese pa et ideelt ur, der folger med partiklen. Vi finder

som kan vises at medfgre, at

c t £\
= | L)1+ <g> . (6.61)
g c c

Egentiden vokser altsé logaritmisk for ¢ — oo.

6.11.3 Eksempel: Muon-acceleratoren

Det har veeret foreslaet at konstruere en accelerator, hvor en strale af positive muoner
(1) bringes til at kollidere med en strale af negative muoner (u~), pa tilsvarende vis
som i Afsnit 6.7.1, hvor vi betragtede sammenstgd mellem elektroner og positroner. Man
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stgder imidlertid her ind i det problem, at muoner har en levetid pa kun 7, = 2.2x 1076 s.
Lad os antage, at man gnsker at accelerere muonerne op til en energi pa 200 GeV. Idet
muon-massen er m, = 106 MeV/ 2, vil de her have en y-faktor pa ~1900, og muonernes
laboratorie-levetid er da 4.2 x 1072 s, hvilket anses som tilstraekkelig til at bringe dem til
kollision. Imidlertid kan man frygte, at man ikke kan accelerere muonerne op tilstraekkelig
hurtigt, saledes at en stor del af dem vil henfalde, for de nar den tilteenkte energi. Vi vil
nu betragte accelerationsprocessen, som foregar ved hjelp af en kraftig elektromagnetisk
bglge. Bglgen arrangeres saledes at muonerne til stadighed befinder sig pa bglgefronten,
hvor de vil opleve et tilnsermelsesvis homogent elektrisk felt.

Lad os betragte en muon i et homogent elektrisk felt med styrken £ = 20 MV /m.
Muonen antages at starte fra hvile, og da den skal opna en energi pa 200 GeV, ma acce-
lerationen forega over en straekning med leengden = 10 km. Muonens egen-acceleration
er

_ Eg (20 MV/m)(le) 20 MeV/m
~m, 106 MeV/c2 106 MeV

g (3 x 108 m/s)? = 1.7 x 10'6 m/s?.

Vi har her benyttet definitionen pa energienheden elektronvolt, og i denne forbindelse,
at muonen har samme ladning e som elektronen. Af (6.57) kan vi nu ved indssettelse
bestemme veerdien af den dimensionslgse storrelse,

¢
9 _ 137,
C

Heraf fglger umiddelbart, at tiden for accelerationsprocessen i laboratoriesystemet er
t=1(c/g)187=33x10"%s.
Ved anvendelse af (6.61) finder vi nu egentiden for processen, altsa
7= (c/g) In[187 4+ 187] = 1.0 x 107" s.

Vi ser, at egentiden tilsvarer 4.6% af muonens levetid, og muonstralens intensitet vil da
aftage med kun 4.5% ved accelerationsprocessen.

Gennemregnede eksempler til Kapitel 6

6.1 En ladet pion (m; = 139.6 MeV/c?), som ligger i hvile, henfalder til en muon
(my, = 105.7 MeV/c?) og en neutrino (m, = 0). Bestem impulsen og den kinetiske
energi af muonen og neutrinoen.

Vi betragter processen
at — ,u+ + vy

Ifglge impulsbevarelse har muonen og neutrinoen modsatrettede impulser med sam-
me storrelse p. Af energibevarelse fglger da, idet neutrinoen regnes masselgs,

mac® = \/m2ct + p2c® + pe.
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Heraf fas ) )
ms —my,

= "¢ 6.62

p 2mg ¢ ( )

Ved indseaettelse af talveerdier finder vi saledes impulserne
Py =Py =p~29.8 MeV/ec.
De tilsvarende energier er dermed
E,=p,c~298MeV  og E,=myc*— E, ~109.8 MeV/c.

Vi spger de kinetiske energier og fratrackker derfor hvileenergierne (som for den
masselgse neutrino er nul) og finder

K, =29.8MeV, og K, = 4.1MeV.

Alternativ lgsning baseret pa relativistisk invariante
Der geelder 4-impulsbevarelse, altsa

P.=P,+P,.
Muon-energien fas ved at skrive 4-impulsbevarelsen pa formen
P,=P,.-P,
som ved kvadrering giver
0= m?rc2 + mic2 —2m, k),
og dermed

2 2
_ mp+my,

= 2. (6.63)

2mg

Pa tilsvarende made fas neutrino-energien ved at skrive 4-impulsbevarelsen pa
formen

Pu =P - P,,,
som ved kvadrering giver
mic2 = m?rc2 — 2mzcpy,
og dermed
m2 —m?
B,=—" " (6.64)
2ma
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6.2 En partikel med massen M henfalder til to partikler med masser mi og meo. Bestem

116

de to partiklers impuls og energi i M’s hvilesystem.

De to henfaldsprodukter har modsatrettede impulser med samme stgrrelse, p, som
vi starter ud med at finde.

Vi benytter 4-impulsbevarelse
P =P; + Py,
hvor P; flyttes over pa venstresiden fgr der kvadreres:
P2+ P?—-2P.P, = P2

Vi indfgrer kvadraterne P? = M?c?, P? = mic? og P3 = m3c? og udnytter, at M
er i hvile. Altsa er P = (M¢,0) og dermed

M?* +m2c® —2ME, = m3¢2,

eller tilsvarende

B = M? +mi —mj3).

2M (
Denne kvadreres, og sammenhzengen E? = p?c? + m?c* indfgres for E:

2 5

b=
Hermed har vi sadan set fundet det sggte udtryk. Imidlertid vil vi gerne have
udtrykket pa en form, som er manifest symmetrisk i m; og mo, som vi ma kraeve
(hvorfor?). Dette opnas efter en del “gymnastik”, hvor vi starter med at kvadrere
pa hgjresiden og flytte sidste led ind i parentesen

(M2 +m? — m%)2 —m3c.

2
po= 4]6\42 <M4 +mi +mjy + 2M*mi — 2M?m3 — 2mim3 — 4M2m1)
62 4 2 2 2
= OF (M* +mi +m3 — 2M*mi — 2M>m3 + 2mim3 — 4mim3)
2
c
= e ((M? —m7 —m3)? — 4mim3) (6.65)

Vi har hermed fundet der sggte udtryk.
Vi kan nu finde energierne ved endnu engang at benytte sammenhezengen E? =
p?c? + m2ct. Igen kraever det lidt gymnastik at komme frem til resultaterne

2 2

2M(M?er1 m3), og  FEo= 2M(M2+m2 m?).  (6.66)

Det ses, at udtrykket for Fy fas ved i udtrykket for Fq at bytte om pa partikel 1
og 2.

E =

Bemerk, at den forrige opgave er et specialtilfelde of denne.



Gennemregnede eksempler til Kapitel 6

6.3

6.4

Vi betragter et sammenstgd mellem to protoner. Protoner er sammensatte partik-
ler, som bestar at kvarker og gluoner. Proton-proton-sammenstod er altsa i vir-
keligheden sammenstgd mellem de to protoners bestanddele. Vi vil her antage en
proces, hvor to gluoner stgder sammen og danner en Higgs-boson. Higgs-bosonen
spiller en afggrende rolle i den subatomare teori, og havde saledes veeret efterstraebt
i lang tid, for et signal endelig observeredes i 2012 ved CERNs LHC-accelerator.
LHC er en proton-proton-accelerator med en massecenterenergi pa op til 14 TeV.
Higgs-bosonen produceres fortrinsvist ved den ovennaevnte proces. Det observerede
signal tilsvarer en masse pa 126 GeV/c?, og vi vil derfor antage denne verdi for
Higgs-massen, M. Det er en god approksimation, at protonens bestanddele bevae-
ger sig parallelt med protonen. Vi betragter altsa et sammenstgd mellem to preecist
modsatrettede gluoner. Gluoner er masselgse. Antag at den ene gluon har energien
140 GeV. Bestem energien af den anden gluon. Bestem dernsest stagrrelserne 7, v3
og 3, der angiver Higgs-bosonens hastighed.

Idet de to gluoner er masselgse og modsatrettede, kan deres 4-impulser skrives pa
formen

P, = (E1/c, E1/c,0,0), og Py = (Ey/c,—E2/c,0,0).

Systemets invariante masse — altsa Higgs-massen — fas ved at kvadrere den totale
4-impuls, altsa

M%c® = (P +Py)? = (By/c+ By /c)? — (Ei/c — Ey/c)® = 4E1 Fy /2.
Heraf fas umiddelbart resultatet
Ey = M%c*/AE, ~ 28.4 GeV.
Higgs-bosonens energi og impuls er dermed
Ep =168 GeV og pr = 112 GeV/c.

Ved udnyttelse af definitionerne af impuls, p = ymu = ympec, og totalenergi,
E = ymc?, fas

_ b By = PH g = bHC
Y MHCQ, Y MHC7 EH,

som ved indsaettelse giver

~ = 1.336, 3 =088, og 3 =0.663.

I forleengelse af forrige opgave taenker vi os, at en Higgs-boson med massen My =
126 GeV/c? bevaeger sig i laboratoriet med impulsen 112 GeV/c. Higgs-bosonen
henfalder til et par af b-kvarker,

H — b+ b,
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hvor er b en kvark, og b en anti-kvark. De to b-kvarker har identiske masser,
My = 4.2 GeV/c?. Antag, at b-kvarken udsendes i en retning, der i Higgs-bosonens
hvilesystem danner vinklen §' = 75° med Higgs’ens bevacgelsesretning. Bestem
energi og impuls (storrelse og retning) af b-kvarken i laboratoriesystemet.

Med en passende orientering af koordinatakserne er b-kvarkens 4-impuls i Higgs-

systemet
Eé /c E}/c
pr_ | Pha | _ py, cos 0’
b — / - ! o / )
Phy Py, sin 0
0 0

hvor E) = 1Mpc? = 63GeV, og p, = [E;%/c? — MZc*Y? = 62.9GeV/c. Den
tilsvarende 4-impuls i laboratoriesystemet fas ved anvendelse af den inverse af
Lorentz-transformationen (5.11), altsa

Ey/c Y(Ey/c+ Bpy.) YE;/c+ B pj cos b’
pyo | P | L | WhatBEE) | _ | pcost’ 4 5E e
Pby Phy p,sind ’
0 0 0
Ved indsaettelse for energi og impuls og for stgrrelserne v og v fra forrige opgave
fas
84.1 + 55.7 - cos &’ 98.6
84.0 + 65.8 - cos &’ 77.6
Py = 62.9 - sin ¢/ GeV/e=1 g7 | GeV/e
0 0

hvor vi yderligere for sidste lighed har indsat for #’. b-kvarkens energi og impuls er

da
E, = 98.6 GeV, og Py =1/Pi, +pgy = 98.5 GeV/ec.

Retningen af b-kvarken i forhold til Higgs-retningen er givet ved

Poy
DPovx

tan § = =0.782, og dermed 6 = 38.0°.

Opgaver til Kapitel 6

6.1 Hvor hurtigt skal en partikel beveege sig, for at dens kinetiske energi er lig dens
hvileenergi?

6.2 Hvor hurtigt skal en 1 kg tung kanonkugle bevaege sig, for at have samme kinetiske
energi som en proton (m, = 1.673 x 10727 kg = 938 MeV/c?) fra den kosmiske
straling, som beveeger sig med en y-faktor pa 10!,
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Opgaver til Kapitel 6

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

FEt legeme med massen 3 kg og bevaeger sig 8 m langs xz-aksen i den tid, det tager
lyset at beveaege sig 10 m. Beregn legemets energi, impuls, og kinetiske energi. Ud-
tryk gerne resultaterne i kg, idet vi f.eks. siger at hvileenergien er Ey/c? = 3 kg.
Hvilken kinetisk energi ville Newton have forudsagt for dette legeme?

I hvert af de fglgende tilfeelde, opskriv 4-impulsen P = (E/c, pa, py, p-) i det givne
koordinatsystem. Alle partikler har massen m.

a) En partikel bevaeger sig i laboratoriet i den positive xz-akses retning med en
kinetisk energi, der er lig med tre gange dens hvileenergi.

b) Den samme partikel observeres fra en raket, fra hvilken dens kinetiske energi
er lig dens hvileenergi. Raketten bevaeger sig langs den positive z-akse lang-
sommere end partiklen.

c) En anden partikel beveeger sig i y-aksens retning i laboratoriet med en impuls,
der er to gange dens hvileenergi divideret med c.

d) En tredje partikel beveeger sig i den negative z-retning i laboratoriet med
totalenergi lig med fire gange dens hvileenergi.

e) En sidste partikel beveaeger sig med lige store impulskomponenter i z-, y- og
z-retningen i laboratoriet og med en kinetisk energi, der er lig med fire gange
hvileenergien.

Et atom, som i grundtilstanden har massen m, er anslaet til et energiniveau, der
ligger AFE over grundtilstanden. Det anslaede atom, som er i hvile i laboratoriet,
henfalder til grundtilstanden under udsendelse af en foton. Find fotonens energi,
idet atomets rekyl tages med i betragtning.

Bemaerk: I atomfysikken er eksitationsenergier af stgrrelsesordnen eV og dermed
langt mindre end hvileenergierne af de involverede atomer, som regnes i GeV. |
opgaven er altsd AE < mc?.

En partikel med massen m, som beveeger sig med hastigheden v/c = 4/5, sto-
der uelastisk sammen med en tilsvarende partikel i hvile. Bestem hastigheden og
massen af den sammensatte partikel.

En proton (m, = 938 MeV/c?) accelereres fra hvile over et speendingsfald pa
U =500 MV (1 MV = 10° V).
a) Hvad er protonens energi efterfoplgende? Hvad er dens hastighed?

b) En elektron (me = 0.511 MeV/c?) vil accelereres i modsat retning over det
samme spaendingsfald (hvorfor?). Hvad er elektronens energi? Hvad er dens
hastighed?

Kulstofkernen '2C bestar af 6 protoner (p) og 6 neutroner (n), der holdes sammen
af den steerke kernekraft. Masserne er
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6 Relativistisk mekanik

6.9

6.10

6.11

6.12

120

12¢ 12.000000 amu
p 1.007825 amu
n 1.008665 amu

Hvor megen energi (kaldet kernens bindingsenergi) kraeves for at separere '2C i
dens bestanddele af protoner og neutroner. (De opgivne masser er i virkeligheden
masserne af de neutrale atomer, men elektronerne har en meget lille bindings-
energi, og der er lige mange af dem fgr og efter. Fejlen, vi begar ved at regne med
atommasser i stedet for kernemasser, er derfor negligibel.)

1 amu = 931.5 MeV/c2.

Vor galaksen, Mzlkevejen, er 10° lysar bred. De mest energirige partikler, vi har
registreret i den kosmiske straling, har en energi pa 10?° eV. Hvor lang tid tager
det for en proton (m, = 938 MeV/c?) med denne energi at rejse tveers gennem
Malkevejen i) set fra galaksens hvilesystem og i) set fra protonens hvilesystem?

En 7%-meson med massen m = 135 MeV /c? bevaeger sig langs laboratoriesystemets
x-akse og har en kinetisk energi pa 1000 MeV. 7%-mesonen er ustabil og henfalder
til to y-kvanter (fotoner). Henfaldet foregar saledes, at den ene foton bevaeger sig
langs den positive 3/-aksen i 7’-mesonens hvilesystem.

a) Find stgrrelsen af 7°-mesonens hastighed og impuls i laboratoriesystemet.
b) Find den anden fotons retning i m%-systemet.

c¢) Find vinklen mellem de to -kvanters beveagelsesretninger i laboratoriesyste-
met.

Et proton-antiproton-par kan produceres ved sammenstgd mellem en foton og en
hvilende proton

Yy+p—=p+(P+D).

Bestem fotonens minimum-energi udtrykt ved protonens hvileenergi, mc?, for at
processen kan forega. Sammenlign resultatet med teerskelenergien i proton-proton-
sammenstgd.

Et spejl bevasger sig i laboratoriesystemet med hastigheden v rettet efter spejlets
normal. I spejlets hvilesystem gaelder den ssedvanlige spejlningslov (indfaldsvinkel
er lig udfaldsvinkel).




Opgaver til Kapitel 6

6.13

6.14

6.15

6.16

6.17

Spejlet rammes at en lysstrale, der i laboratoriesystemet danner vinklen #; med
normalen. Bestem vinklen 6 mellem den reflekterede lysstrale og normalen.

En strgm af protoner, der hver har den kinetiske energi 900 MeV, falder vinkelret
ind pa en blok, hvori protonerne bremses helt. Blokken rammes hvert sekund af
5 x 10'3 protoner. Beregn kraften hvormed protonstrgmmen pavirker blokken.

Derneest erstattet blokken med et sa tyndt folie, at det gennemsnitlige tab i pro-
tonernes kinetiske energi er 10 MeV. Beregn kraften hvormed protonstrgmmen
pavirker foliet.

Proton/proton spredning (eller “relativistisk billard”)

En proton med kinetisk energi K stoder elastisk med en hvilende proton. Efter stg-
det er laboratoriespredningsvinklen, 6, numerisk lig med den rekylerende protons
spredningsvinkel, ¢.

a) Bestem abningsvinklen mellem de to protoner, altsa summen af ¢ og 6. Ek-
sempel: K = 1 GeV; protonmassen er m = 938 MeV /c2.

b) Undersgg den ikke-relativistiske greense, K < mc?, og vis, at abningsvinklen
bliver 90° i overensstemmelse med det kendte(?) klassiske resultat.

Vis, at en foton ikke spontant kan henfalde til et elektron-positron-par. [Hint:
benyt 4-impuls-bevarelse eller den deraf fplgende bevarelse af invariant masse.]

I det elektriske felt fra en kerne kan processen imidlertid forlgbe. Beregn teerskel-
energien for denne proces, ¥+ N — e™ + e~ + N, i kernens hvilesystem. Kernens
masse betegnes M, mens elektronens (og positronens) masse betegnes m.

En masselgs partikel med energien F rammer en hvilende partikel med massen
M. Efter stgdet bestar systemet af to partikler med masser M og m. Vis, at
taerskelenergien for processen er Fpi, = mc?(1 +m/2M).

Ultra High Energy Cosmic Rays

Jordens atmosfaere bombarderes af kosmisk straling, som hovedsagelig bestar af
protoner. Disse protoner daekker et bredt energispektrum, som fra malinger synes
at streekke sig op over 1020 eV. Disse sakaldte UHECR (ultra high energy cos-
mic rays) udger et teoretisk problem, idet man ikke kan forklare, hvordan de kan
udbrede sig over lange afstande gennem rummet. Problemet er, at protonerne for-
ventes at vekselvirke med den sékaldte kosmiske baggrundsstraling, som bestar af
mikrobglger med en temperatur pa 2.7 K.
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6.18

6.19

6.20

6.21

122

Beregn protonens taerskelenergi for reaktionen p+vy — p+7°, idet mp = 938 MeV/ e,
myo = 135 MeV/c? og baggrundsstralingens temperatur tilsvarer en fotonenergi
pa E, = 233 peV.

Colliding Beam Experiments

En del acceleratorer, som anvendes i partikelfysikken, er indrettet saledes, at par-
tiklerne bevaeger sig i modsat retning i cirkulaere baner og bringes til at kollidere
centralt i fastlagte punkter i acceleratoren. I acceleratoren har alle partikler den
samme totalenergi, F, som typisk er langt stgrre end de accelererede partiklers
hvileenergi, altsé E > mc?. Betragt kollisionen som et totalt uelastisk stgd, hvor
den frigivne energi bruges til at skabe nye partikler.

a) Vis, at den totale energi, som er til radighed for dette, er W = 2FE.

b) Hvor stor er W, hvis kollisionen finder sted mellem to protoner med E =
1 TeV?

c) Hvilken energi skal protonerne have, hvis vi gnsker W = 14 TeV?
Sammenlign resultaterne med det du finder i naeste opgave, hvor en mindre energi-

effektiv eksperimentel situation er beskrevet.

Fixed Target Experiments

En proton accelereres til totalenergien E og bringes til at kollidere med en anden
proton i hvile. Det antages, at protonens totalenergi langt overstiger dens hvile-
energi, altsa £ >> mc? = 938 MeV. Betragt kollisionen som et totalt uelastisk stgd,
hvor den frigivne energi bruges til at skabe nye partikler.

a) Vis, at den totale energi, som er til radighed for dette, er W = v/2mFE.
b) Hvor stor er W, hvis protonen har energien £ =1 TeV?
c) Hvilken energi skal protonen have, hvis vi gnsker W = 14 TeV?

En a-partikel med kinetisk energi 7.20 MeV rammer en hvilende '4N-kerne, hvorved
der dannes en '7O-kerne og en proton

a+ YN =170 +p.

Protonen, som har en kinetisk energi pa 5.3 MeV, udsendes i en vinkel pa 90°
i forhold til den indkommende a-partikel. Masserne af de involverede partikler
er: a-partiklen, 3730.4 MeV/c?; N, 13051 MeV/c?; proton, 938.3 MeV/c?; 170,
15843 MeV/c?.

a) Find 7O-kernens kinetiske energi;
b) Hvilken retning har '7O-kernen i forhold til den indkommende a-partikel;
Foton-raketten

En foton-raket benytter elektromagnetisk straling som drivkraft. Raketten er i hvile
i begyndelsestilstanden, hvor den har massen Mj. Den udsender nu fotoner i én



Opgaver til Kapitel 6

retning, hvorved den selv opnar hastigheden U i den modsatte retning. Dens masse
er da Mp. Opskriv 4-impulsen af raketten og de udsendte fotoner i begyndelses-
og slut-tilstanden, og udled sammenhaengen

Mg c—U

My Ve+U

6.22 Den relativistiske raket
En raket accelererer fra hvile langs en ret linie og opnar derved hastigheden w.
Accelerationen foregar ved, at en gas udsendes med den konstante hastighed Vg i
forhold til raketten. Det antages, at der ingen ydre kraefter virker pa raketten.

a) Vis, ved at benytte impulsbevarelse, energibevarelse og udtrykket for sam-
mensatning af parallelle hastigheder, at sammenhsengen mellem rakettens
gjeblikkelige masse, m, og hastighed, u, er bestemt ved differentialligningen

du u?
— 1—-—]=0.
mdm+V(;< 02) 0

b) Vis, at forholdet mellem rakettens masse i sluttilstanden, My, og i begyndel-
sestilstanden, Mj, er givet ved sammenhaengen

Mp <c—U>C/2VG

M: c+U

hvor U er rakettens hastighed i sluttilstanden. Bemaerk, at dette reducerer til
udtrykket for foton-raketten (forrige opgave), nar vi saetter Vg = c.

c¢) Vis, at for ¢ — oo gar dette udtryk over i det klassiske resultat

M _ vjvg
M, ‘

6.23 Et rumskib rejser til Malkevejens centrum, som befinder sig i afstanden 25000
lysér fra Jorden. Rumskibet rejser retliniet med en konstant egenacceleration pa
1g (9.81 m/s?).

a) Hvor lang tid tager rejsen set fra Jorden?
b) Hvor lang tid tager rejsen set fra rumskibet.

c) Efter hvor lang tid vil det veere for sent at sende et lyssignal fra Jorden til
rumskibet for at afblsese rejsen.
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A Invariant? Bevaret? Konstant?

Er lyshastigheden en konstant? Er den en invariant? Er massen bevaret i sammenstgd?
Er den en invariant? Eller en konstant? Eller maske begge dele? Mange begreber fra
hverdagssproget er overtaget af videnskaben og anvendes i sammenhaenge, der gar langt
ud over hverdagen. De tre adjektiver invariant, bevaret og konstant har praecise meninger
i relativitetsteorien.

Invariant: I relativitetsteorien er en stgrrelse invariant, hvis den har den samme veer-
di, nar den males i forskellige inertialsystemer. Den fgrste blandt de relativistiske
invariante er lyshastigheden: Den har samme verdi i ethvert inertialsystem. En
anden vigtig invariant er kvadratet pa forskydningen mellem to begivenheder i
rumtiden: Tagttagere i ethvert inertialsystem er enige om dette kvadrat, og dermed
om egentiden eller egen-afstanden mellem begivenhederne. En tredje vigtig inva-
riant er massen af en partikel. Der findes mange andre invariante, hver med sin
anvendelighed.

En del vigtige storrelser kvalificerer sig ikke som invariante. Tiden mellem to begi-
venheder er ikke en invariant. Den er forskellig for to iagttagere i indbyrdes bevae-
gelse. Heller ikke afstanden mellem to begivenheder er en invariant. Ogsa den er
forskellige fra det ene inertialsystem til det andet. Ligeledes er en partikels energi
og impuls ikke invariante.

Bevaret: En stgrrelse er bevaret, hvis den har samme veerdi fgr og efter en eller anden
heendelse, eller hvis den er uforandret under en vekselvirkning. Den totale 4-impuls
af et isoleret system af partikler er bevaret ved en indbyrdes vekselvirkning mel-
lem partiklerne. I et givet inertialsystem betyder dette, at den totale energi er
bevaret. Det samme gzlder for hver komponent af den totale impuls. Kvadratet
pa systemets 4-impuls, og dermed systemets masse, er ogsa bevaret ved en sadan
vekselvirkning. Derimod er summen af de szerskilte masser af systemets partikler i
almindelighed ikke bevaret ved en vekselvirkning.

Konstant: En stgrrelse, der er konstant, sendrer sig ikke med tiden. Hastigheden af
Rundetarn malt af en iagttager pa Niels Bohr Institutet er konstant, nemlig nul.
Rundetarns hastighed malt pa denne made er saledes konstant, men ikke invariant:
malt fra en passerende raket bevaeger Rundetarn sig med en svimlende hastighed!
Er Rundetarns hastighed bevaret? Bevaret i forhold til hvilken haendelse? Der gives
intet for eller efter til hvilket udtrykket “bevaret” her kan referere. Udtrykket
“bevaret” kan simpelthen ikke anvendes om Rundetarns hastighed.
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A Invariant? Bevaret? Konstant?

Det er sandt at lyshastigheden i vakuum er konstant; den forandrer sig ikke med
tiden. Det er ogsa sandt, men en hel igennem anden udtalelse, at lyshastigheden er
invariant; altsd at den har samme veerdi for forskellige iagttagere i indbyrdes jeevn,
retliniet bevaegelse. Det er sandt at den totale 4-impuls for et isoleret system er konstant;
den forandrer sig ikke med tiden. Det er ligeledes sandt, men en hel igennem anden
udtalelse, at den totale 4-impuls af et isoleret system er bevaret ved en stgdproces eller
ved en vekselvirkning mellem systemets partikler.

Nar man hgrer ordene invariant, bevaret eller konstant ger man klog i at lytte godt efter
det tilhgrende med hensyn til, som altid skulle udtrykkes eller veere indforstaet. Konstant
betyder seedvanligvis (men ikke altid) med hensyn til tiden. Bevaret betyder seedvanligvis
(men ikke altid) med hensyn til en stodproces eller en vekselvirkning. Invariant kan
have mindst lige s& mange betydninger, som der findes geometrier til beskrivelse af
Naturen: I den Euklidiske geometri er afstanden mellem to punkter invariant med hensyn
til koordinatsystemer, som er roterede i forhold til hinanden. I 4-rummet er egentiden
og massen invariante med hensyn til inertialsystemer i indbyrdes bevaegelse. Den fulde
betydning af ordene invariant, bevaret og konstant afhsenger saledes i almindelighed af
omstaendighederne under hvilken begreberne anvendes.
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B Rakkeudvikling i relativitetsteorien

I relativitetsteorien har man igen og igen behov for at estimere veerdien af y-funktionen

1

= 5 B-l
LYy (B.1)
i den ikke-relativistiske graense, hvor v < c¢. Dette gores ved raekkeudvikling.
Det forste vi bemaerker er, at « er en funktion af v?/c? og derfor er af formen
fle)=(1—-¢)7, (B.2)
hvor a = —%. For sma veerdier af € vaelger vi at reekkeudvikle til forste orden omkring
€ = 0, saledes at
df(e
fle) =~ f(0) +¢€ d( ) : (B.3)
€ le=0
Ved at fglge normale differentiationsregler far vi
d
hvoraf q
Qo __, (B.5)
de
e=0
Vi indsaetter nu i (B.3) og har dermed vist sammenhgengen
(1—¢€)*~1-ae (B.6)
Anvender vi nu dette pa «-funktionen, finder vi
1 102
~ 14l (B.7)

V1—0v2/c2 22
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C Lgsninger til opgaver

Opgaver til Kapitel 1

1.1 2 km/t

1.2 900 km/t? = 0.069 m/s>
1.3 29.4 m/s

1.4 18.5 m/s, 333 m/s

1.5 21.6 knob, 56.3°

1.6 a) 60 s; b) 67.5 s; ¢) 63.6 s.
1.7 a) og b) er inertialsystemer.
1.9 a) —1.5m/s, 11 J.

Opgaver til Kapitel 2

2.4 —c/2,\3L/c
2.5 1.25 x 1077 s, 2.25 x 1077 s

2.7 Indsat ' = konst (f.eks. ¢ = 0) i Lorentz-transformationen og find dernsest x som

funktion af ¢.
2.8 i) v/c=1/2;ii) v/c = 4/5; nej

Opgaver til Kapitel 3

3.1 49.1°, 49.1°, 81.8°

3.2 (I/1p)? = (sin® ¢ + cos? ¢/?)

3.3 v/c=[1+ 272 /1312

3.4 0.445 ps

3.5 a) 0.27 ps; b) 108 m; ¢) 39 m; d) 0.45 ps.

3.6 v = c(t2 — t1)/L, hvoraf udtrykket for v kan uddrages.

3.7

2(a — x)

At =

C
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3.8 0.94¢
3.9 vg = —3/5 eller vg = —4/5.
3.10 ly/2yu
3.11 Stangens hvileleengde er Ly = y(u)L. I S’ beveeger den sig ifplge (3.12) med hastig-
heden u' = (u—v)/(1—uv/c?), og dens leengde i dette system er da L' = Lq/v(u'),
og altsa dermed
Y(w)
Heraf kan vi nu direkte beregne resultatet

L
(1 —uv/c?)~(v)’

men det er lettere at anvende transformationsformlen (3.18) for ~-funktionen.

L'=

Bemeerk, at for v = u er L' = v(u)L = L. Hvorfor er vi glade for at se det?

3.12 (a) For Galilei-transformationen: u = 2v eller tilsvarende v = 3u; (b) For Lorentz-
transformationen: u = 2v/(1+v?/c?) eller tilsvarende v = (¢?/u)(1—+/1 — u2/c?).
Det Galileiske resultat folger heraf ved at lade ¢ — oc.

3.13 a) 4) 0.859¢; ii) 0.794 ¢, 72.4°; b) 0.794 ¢, 107.6°
3.16 u/c=2—/3.
3.17 a) 79.3°, b) 131.1°, ¢) 51.3°

Opgaver til Kapitel 4

4.1 a) 6 min; b) 12 min; ¢) 6 min
4.2 a) 662.7 nm; b) 49.5 degn.

4.3 Den stgrste bolgelaengde iagttages fra planeten. Rumskibets hastighed er § = v/c =
v/19/10 ~ 0.436.

4.4 a) A =554 nm; b) v = 0.143 ¢; ¢) 416 nm; d) 70 min; e) 69 min 17 sek.
4.5 a) Ap =238 nm; b) A\g = 342 nm; ¢) Ap = 99.8 nm.

Opgaver til Kapitel 5
5.1 P; kan veere arsag til Po; P1 og Ps kan ikke have arsagssammenhsaeng; Ps kan veere
arsag til Py, men kun gennem et lyssignal.
5.2 a) 5 =1/2;b) g =4/5.

53 a) A2 = B2 = C? = 0, D?> = 12, E? = —12; b) rotation omkring z-aksen;
¢) Lorentz-transformation.
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5.6 Lad os lgse opgaven under den forudsaetning, at begge de to 4-vektorer A = (Ag, @)

=

og B = (By, b) peger mod fremtiden, altsa Ay > 0 og By > 0. Den generelle lgsning
involverer mere omhu m.h.t. fortegn, uden megen yderligere indsigt opnaés.

a) A-B=AyBy—a-b= AyBy — abcosf, hvor a = |d@|, b = |b| og 6 er vinklen
mellem @ og b. Hvis begge vektorer er tidsagtige, er Ag > a og By > b. Men
da kan vi ikke have A -B = 0, hvorfor begge vektorer ikke kan veere tidsagtige.

5.8 14.8 m/s?, 59.0°.
5.9 1.29 x 10'6 m/s?, 1.10 x 10! m/s?, 440 omgange.

Opgaver til Kapitel 6

6.1 v/c=+/3/2~0.866
6.2 5.5 m/s
6.3 E/c* =5kg; p/c =4 kg; K/c* = 2 kg; Newton: K/c? = 0.96 kg

6.5 Det eksiterede atom har massen m* = m + AE/c?. Vi betragter henfaldet af en
massiv partikel (m*) til en lettere partikel (m) og en masselgs partikel (foton):
m* — m + . Opgaven er dermed akvivalent med Eksempel 6.1. Ved at ga frem
pa tilsvarende vis fas

*2 02
E7=Mc2:<1 AE)AE:(l AE)AE.

2m*c? 2mc?

6.6 V/c=1/2, M/m =4/y/3~2.31

6.7 a) E=Ey+ K = (938 + 500) MeV = 1438 MeV; v = E/Ey ~ 1.533, hvorfor
8~ 0.758;

b) E = Ey + K = (0.5 4 500) MeV = 500.5 MeV; v = E/Ey ~ 979, hvorfor
Bel—3y2~1-5x1077

6.8 92.16 MeV

6.9 10° ar; 29.6 s
6.10 p = 1127 MeV/c, v = 8.41, B = 0.993, sin(¢/2) = 1/, hvorfor ¢ = 13.7°.
6.11 EI™ = 4mc?.

6.12 Skriv den indkommende fotons 4-impuls som

P, = (E,/c)(1,—cosbi,sinby,0).
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6.13

6.14

6.15
6.17

6.20

6.23

134

Lorentztransformér denne til spejlsystemet, spejl fotonen (impulsen i z-retningen
skifter fortegn) og transformér tilbage til laboratoriesystemet. Herved fas

El = E\*(1 + 2B cos by + 57),
og
cos 0y + 283 + 3% cos 0y
1+ 2B cosf + B2

Udregn impulstabet af en proton i target i de to tilfzelde: 7) 1581 MeV /¢, ii) 11.6
MeV /c. Kraften er impulsoverforsel per tidsenhed: multiplicér med antal protoner
per sekund og omregn til SI enheder: i) 4.22 x 1075 N; 44) 3.11 x 10~7 N.

Opgaven regnes ved anvendelse af impuls- og energi-bevarelse og gentagne anven-
delser af den vigtige sammenhzaeng E? = p?c? + m2c*. Lad os kalde den indkom-

mende proton 1 og den stationgere proton 2. Systemets totale energi er

cosfy =

Egys = E1 + By = (mc® + K) + mc® = 2mc® + K.

Systemets impuls er givet ved den indkommende protons impuls, altsa

Dys = p1 = \/ B2 /2 —m2c2 = /(K + mc2)?/c2 — m2c2 = \/K2/c2 + 2mK.

Idet 8 = ¢, er der symmetri mellem de to partikler i sluttilstanden. De deler dermed
bade energi og impuls ligeligt. Efter stodet er 1’s impuls i z-retningen derfor

Pla = %psys = %\/ K2/02 +2mK,
mens dens energi er }
By = LBy =mc® + K.

Hermed kan vi beregne stgrrelsen af 1’s impuls

p= \/E%/CQ —m?c? = \/(m02 +3K)?/c2 —m?c? = $\/K?/c? + AmK.

Vinklen 6 er dermed givet ved

9 Pl [ K + 2mc?
cosf = =4\

D1 K + 4mc?’
som ved indseettelse giver 6 = 38.9°.

thres __ 2
B2 = 2mes (M +m) /M.

Den hgjeste CM-energi fas, nar protonen og fotonen bevasger sig i modsat retning.
Ved at opskrive 4-impulsligningen og kvadrere fas Ef)hres = Mo (Mypo+2my)ct JAE,,
som ved indszettelse af talveerdier giver 2.9 x 102° eV.

a) Energibevarelse: 2 MeV; b) Impulsbevarelse: 23°

[Bemerk: De involverede energier er her sa lave, at man med fordel kan anvende
den klassiske sammenhzeng, K = p?/2m, mellem den kinetiske energi og impulsen.]

a) 25001 ar; b) 10.56 ar; c¢) 0.973 ar.
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