Matematik F2 Opgavesaet 4

Lgsningsforslag saet 4
Opgave 1:

a) Res(1) =lim, (2 —1)-3/(1—2)=-3
b) Pol af orden 3. Sa enten bruger vi reglen:

Res(())zlimld—28mz . —2%sinz 4+ 2sinz — 2z cos 2

2=0 2l dz?2 2 2—0 23

For at finde graensen skal I’Hopital’s regel bruges tre gange og man far residuet
til —1/3!. Eller ogsa skrives taylorraekken for sin:

sinz 1 23
a4 ATyt

Det er sa abenlyst at koefficienten til z=! er —1/3!
c) Der er gjensynlig kun to led i Laurentraekken, sa koefficienten til 2! er nul.

d) Der er poler i z = nm, og da begge funktioner er periodiske er det oplagt at
residuerne er de samme for alle n. Sa vi kan ngjes med at finde det for z = 0.

Vi prgver forst
. ZC0SZ
lim — =
z—0 sin z

(greensen findes ved I'Hopital). Da greensen er forskellig fra nul er polen af
orden 1 og residuet er 1.

e) Navneren kan skrives som (2 — 1)%(z + 1)2, dvs der er poler af anden orden
i £1. Residiet i —1 bliver 1/2 og i +1 bliver det —1/2.

f) Neevneren har nulpunkter i +i og £1. Da naevneren er et fjerde ordens poly-
nomium, er alle polerne simple. Residierne bliver: i/4 1, —i/41 —i, 1/411
og —1/41—1.

Opgave 2:

a) f(z) = 2%eCt?) = e2z%e* = 2y 77 Lokt

cos(z2)—1 00 —1)k _
b) f(z) = (z3) = 2ik=1 ((2k§! 73
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1 1 1
fz) = (_5+<Z+3)> z+3_3!<z+3)3+5!<z+3)5'“>

I N R e 1%
- ( 5+ +3))Z(Qn+1)!(z+3)2n+l

1 2 3~ (=)t (z—2)
1) = z—2<3+52( ) 57(1 ))

n=1

Opgave 3:
Integralet har inden for integrationsvejen en singularitet i z = 0, d.v.s.

1 . .
fmdz = 2miRes(z = 0) = —27i/9

Opgave 4:
Omskriv til

21
I=¢ ———d
7{2(12—22—1 :

Neevneren har nulpunkter i z; = a—+va? — 1 ogi 2o = a++va?> — 1. Daa > 1 ligger
21 inden for enhedscirklen og zo udenfor, sa I = 2miRes(z1). Skriv sa integranten
—2i/((z — 21)(z — 22)), sa ses at residuet er —2i/(z1 — 22) = —i/v/a? — 1. Og
dermed I =27/v/a? — 1.

For det andet integral fgrer en lignende omskrivning til

27{ z(z —2221;—(21— zQ)dZ

med z; = i(—a++va? — 1) og 2o = i(—a—+/a? — 1). z; ligger indenfor enhedscirklen
og z3 udenfor. Sa der er to poler indenfor nemlig zy og z = z; med residuer: Res(0)
=-1ogRes(z1) = (224 1)/21(21 — 22) = 1. Husk at z;25 = —1. Summen er nul, sa
integralet er 0. (Det kunne man ogsa have set ved at indfgre u = a + cos § som ny
integrationsvariabel.
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Opgave 5:

Omskriv integralet til
1 dz

- —1\\2n "~
Fe+ e
Brug sa binominalformlen til at skrive:
2n m
—1\2n __ 2n—m _—m
(z+2z77) —g_o(m)z z

Ombyt integration og summation og benyt sa at integralet
g, 2mi forn = —1
10 forn # —1
Saledes at alle led i summen forsvinder undtaget leddet for hvilket m = n.

Opgave 6:

Hvis den lille cirkel gar under den reelle akse ligger polen i a inde i omradet til
gengeeld gennemlgbes den lille cirkel nu i den positive (mod uret) sa ligningen
bliver til

o0 elm$
P/ dr +ima_1 = 2mia_y

ol —a

altsa det samme.

Opgave 7:
Integranten har simple poler i z, = exp((2n + 1)in/4),n = 0,1,2,3. To af disse
ligger i den gvre halvplan nemlig 2y = exp(wi/4) og z; = exp(3mi/4). Sa vi skal
finde residuerne i disse punkter.

Residuet findes:

p(z) 14 22 -1+ 22) 20
¢ (20) N 423 - 4

Res(zp) =

idet zf = —1. Det samme geelder for z;. Det giver henholdsvis —(14-4)(1/v/2)(1 +
i)/4 (cosm/4 = sinm/4 = 1/v/2) og —(1—1i)/1//2(—=1+1)/4). Sa integralet bliver
V2.

For det andet integral er der gjensynlig simple poler i z = +ia og i z = =ib.
Da bade a og b er positive skal vi plot finde residuerne i ia og i ib. Residuet i ia
bliver 1/(2ia(b? — a?)) og i ib 1/(2ib(a~b*)) summen bliver (1/24)(1/(ab(a + b)))
og veerdien af integralet dermed

T
ab(a + b)

3
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Opgave 8:
Vi skal regne

A [ ey
= — d
/(@) 27?/_00/\+@'yy

Integranten har en simpel pol i y = i\ med residuum: lim, ;) (y—i\)e™™ /(A +iy) =
—ie~™*. Jeevnfor Jordans lemma, s ma vejen lukkes i den nedre halvplan for x < 0
og integralet giver nul (som det skulle). For z > 0 bruges Jordans lemma igen, hvor
vejen lukkes i den gvre halvplan og vi efterfglgende far det gnskede resultat.

Opgave 9: (Udfordrende)
En integrationsvej som den i figur RH 15.7 (RHB 24.16) benyttes. Langs AB fas

tvr o

p 1+x2

Som i eksemplet i bogen gar integralet langs I' mod nul nar R gar mod uendelig
og integralet langs « gar mod nul nar p gar mod nul. Integralet langs CD giver

[, [

d
1+ 22 14 22 v

Sa totalt far vi

2 T x2 ———dx = 2mi(Res(i) + Res(—1))

Vi far

Res(i) + Res(—i) = Y/ V=1 _ 11 L=

20 2 22(7( )_\/5

| =
0o 1+ V2

Sl




