Opgave 1

Skriv fglgende to funktioner pa formen f(z) = u(z,y)+iv(z,y), hvor u(z,y) er realdelen
og v(z,y) er imaginerdelen,

a) f(z)=22+2
b) f(z) =i

Vi angiver som sadvanlig de komplekse tal pa formen z = x + iy, hvor x og y er reelle.

svar:

a) u(x,y) = a® —y*> +x og v(z,y) = 2zy +y

b) u(z,y) = e ™/ cos(wz/2) og v(x,y) = e /%Y sin(mx/2)
Opgave 2

Bestem konvergensradiussen for den uendelige raekke:

[e's)
n=1

3TLZ’II
(2n)"
svar:

Benytter kvotienttesten og ser

lim<3 ) :limi:(]

Dvs., R = .

Opgave 3

Find Laurent-raekkerne omkring punkterne zg for funktionerne

a)
sin(z — 2)

5 hvor 29=0

f(z) =

f(z):(z_l2)ez, hvor 2zp =2

f(z:):zcos< ), hvor zp = -2

z+2
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svar:

a)
smz(z_—2 2) ; (—1()2’;(1—1)2')%
b)
- _12)ez _ 6(;2i2;)2 _ 622 (1)’“(2! 2)k!
)
2 cos <Z 2) = (24 (2+2)) ,20 (22)' (2(112))’“%
Opgave 4

Udregn fplgende integrale ved kontourintegration i den komplekse plan

2m 3
/ — df
o 104+ 6cost

svar:

27
3 3 dz 1 1
I: *d@z —_—  — = - e — d
/0 10 + 6 cos @ ]|{Z|:1 10+32+3/z iz i£:122+?z+1 ‘

Det folger heraf, at

1 j{ 1 . 3m
I=- ——————— dz =2miRes(z = —-1/3) = —
U J|2|=1 (z—i—%)(z—k?)) 4
Da z = —3 ligger uden for integrationsvejen er det kun residuet i z = —1/3, som bidrager

til integralet.

Opgave 5
Udregn vaerdien af fglgende integrale, hvor integra-
tionsvejen I' bestar af et liniesegment pegende fra g 14
punktet z =i til z = 1 (se figuren), - r
/ 22dz
r 1
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svar:

Vi ser, at pa integrationsvejen er z = t+i(1—t), og foretager den tilhgrende substitution
(dz = (1 —i)dt)

141

/Fz%zz:/01(t+7;(1—t))2(1—7;)dt:(1—7;)/01 <2it(1—t)+2t—1>dt:

Opgave 6

Benyt et passende valg af kurveintegraler i den komplekse plan til at udregne integralet
(langs den reelle akse)

& 1
/OO (x+3i)(z — 2i)3dx

Husk at argumentere for veerdien af integralet langs de valgte kurver.

svar:

Ser direkte, at der er en simpel pol i z = —3i, og en pol af 3. orden i z = 2¢, veelger derfor
at lukke integrationsvejen i nedre halvplan (bemark at fortegnet derved skal sendres)

> 1 27
/Co (z +30)(z — 203 miftes(=3i) = —155

Opgave 7

Benyt Laplace-transformationen til at lgse fglgende system af differentialligninger for
(t) og y(t),

dz(tt) = y(t)
dy(t) )
- —a’x(t) +sint

med startbetingelserne z(0) = 0 og y(0) = 0.

svar:
Efter at have benyttet Laplace-transformationen fas

st—y = 0

~ 2~
sy+a‘r = 1152

Kombineres de to ligninger, far vi at

1
(s2+a?)(s>+1)

i’:
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Anvendes den inverse laplacetransformation pa dette udtryk fas

1 A+i00 st
o) =5 [ ¢

21 Sy GG @GOG

Veaelges A > Re(a) og udregnes residuet for de fire simple poler fas

asin(t) — sin(at)

2(t) = a(a? —1)
% t) — t
y(t) = i = acosi()a2 iz(;(;s(a )
Opgave 8

Benyt et passende valg af kurveintegraler i den komplekse plan til at udregne integralet
(langs den reelle akse)
[e.9]
/ L dz
o (@+1)(z+4)

Angiv en passende integrationsvej og husk at argumentere for vaerdien af integralet langs
de valgte kurver.

svar:
. . . . Im

For at bruge Cauchys sztning indfgrer vi ekstra integra-

tionsveje som hjelp til at udregne integralet, en langs 'k

den nedre side af opskaeringslinien f3, en langs en cir-

kel i uendelig I'p og en langs en lille halvcirkel omkring

venstre side af origo I'.. Ff{ 3

Vi ser at integrationen langs den ydre cirkel ikke bi- A

drager til integralet idet

R—o00

(z) dz| < 2rRmax |f(z)| — 0.
zel'Rp

I'r

Vi har her brugt, at (for alle z pa T'g)

R>1
~ R

12/ (2)] (RV?/R?) = R™V? = g

og at nzevneren i integranden for store radier er: 1+ R? ~ R
Sagt i ord, sa er integralet mindre end eller lig med maksimumsverdien af integran-
den langs integrationsvejen ganget med leengden af integrationsvejen, som er 27 R. Da
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maksimumsveerdien gar hurtigere mod nul end laengden af integrationsvejen vil integralet
vaere nul. P& lignende vis, ser vi nu, at bidraget fra I'c er nul nar radius, €, gir mod nul,

(z) dz

< memax | f(z)] =0
I zele

idet (for alle z pa I'¢)

12f(2)] S ey =32 P

Vi har her benyttet, at nsevneren i integranden for sma radier: 1 + €2 =~ 1.
I greenserne for hhv. store og smé radier pa de cirkuleere veje kan vi se bort fra I,
og I'r, og derfor far vi, at

7{ f(z) dz = / f(z) dz = 2mi (Res(—l) + Res(—4)>
l14+T p+02+T 1442

Integralet langs ¢o svarer til at integrere = fra uendelig til nul, men bemaerk, at vi
ikke kan krydse opskeeringslinien, og derfor vil = langs f5 antage veerdien e* 'z, som
indsaettes i integranden, og vi far derved

o 21/2 0 (pe2miyl/2 o 00 21/2 i
/el%f(z)dz_/o (x+1)(x+4)d””+/oo(x+1)(x+4)d _2/0 CESIEET

Det skal nu veere lig summen af residuerne

o0 zl/2 i 2
of T dqr=omil -2} =2
[ e =5 -5) =2

Vi far nu

() ZL‘1/2
| ey =

Side 5 af 5



