Besvarelse til eksamen i Matematik F2, 2012

Partiel besvarelse - har ikke inkluderet alle detaljer! Med forbehold for tastefejl.

Opgave 1

Find og bestem typen af alle singulariteter for folgende funktioner:

3

a) f(z):(ziigz)s

b) f(z) = 22

Angiv ordenen pa eventueller poler eller om singulariteterne er essentielle.

Svar:
a) pol af orden 2 for z = 0 og af orden 5 for z = 3. b) Ingen singulariteter i den endelige
komplekse plan. Haevelig singularitet for z = 0.

Opgave 2

Find Laurantreekkerne omkring punkterne zy for funktionerne

a) f(z) = (2 —2)sin (7—13) , hvor zp=-3

b) f(Z) = Mw, hvor z20 — 2

Svar:

a)

1) = <_5+(Z+3)> (zj—?)_3!(z:—3)3+5!(z:—3)5'”>

_ <—5+(z+3)>§j L)

= (2n + 1)!(z + 3)nt!
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Opgave 3
Beregn integralet
et
—dz
23(z —2)
langs en cirkel i den komplekse plan med radius r = 4 og centrum i z = 0.
Svar:

Man ser at integralet har en pol af orden 31 z = 0 og en simpel pol i z = 2. De tilsvarende
residuer findes og er Res,—, = 1/8 og for z = 0 findes residuet lettest ved en ekspansion

-3 (35 3)):

hvoraf man kan afleese Res,—o = —1/8. Dvs.

1 .
%,z?’(z—Z)dZ =2mi(1/8—1/8) =0

Opgave 4
Udregn fglgende integrale ved kontourintegration i den komplekse plan
2 1

0 3+2cosf +2sinf

Svar:
Man omskriver sinf = o-(z — 1/z) og cos = 3(z + 1/z) samt benytter at df = dz/(iz)
og far derved fglgende integrale over enhedscirklen

lf 1 d
= z
i) (1—4)224+324+141

Polynomiet i neéevneren har rodderne z; = —(1+414) og 2o = —(1+14)/2. Kun den ene rod
29 er inden for enhedscirklen og det tilsvarende residue er —i. Dvs. integralet antager

veerdien:
2T ]_

df = 2mwi(—1) = 2
0 3+2cosf+2sinb mi(—i) T
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Opgave 5

Benyt et passende valg af kurveintegraler i den komplekse plan til at finde den principale
del (principal value) af integralet

/OO sin(ax) dx

—00 x

Svar:

Bemaerk at integralet egentlig ikke har nogen singularitet for x = 0 og den principale del
af integralet er derfor lig det ssedvanlige uegentlige integrale. Men vi benytter alligevel
omskrivningen sin(az) = Im(exp(iax)) og bemaerker, at exp(iaz)/z nu har en simpel
pol for z = 0. Vi finder for a > 0 ved en kontourintegration ud i den komplekse plan og
uden om polen i z =0, at

P/OO exp(zaz)d

—00 z

Z =T

Bemeerk at vi her benytter Jordans lemma. D.v.s.

dx = Im(ir) =«

/00 sin(ax)

—00 xz

Tilsvarende regnes integralet for a < 0.

Opgave 6

Find reekkeudviklingen af funktionen

for fglgende tre tilfeelde

a) |z] <1 b) 1< |z <3 c) |z| >3

Svar:
Besvarelsen fglger besvarelsen af den tilsvarende opgave i eksamenssaettet for 2011. Vi
far

a)

e}

n=
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Opgave 7

Skriv funktionen f(z) = z® + x? defineret pa intervallet —1 < z < 1 som en reekke af
Legendrepolynomier, d.v.s. find koefficienterne a, i

Fz) = Eiawm)

Svar: Ved inspektion ses at 2 = 2Py(x) + 5Py(z) og * = 2Py(x) + 2P (), dvs.

Opgave 8

Benyt Laplacetransformationen til at lgse folgende ligning

du(t)
dt

+ pu(t) — cos(wt) = 0,

nar u(0) = uy og hvor 3, w og g er konstanter. Du kan bruge direkte, at Laplacetrans-
formationen af coswt er s/(s* + w?).

Svar:
Efter Laplacetransformationen fas:

AT G )

Man tager du den inverse Laplacetransformation pa begge led og far for forste led, at

—1 Uo
s+

= up exp(—/t)

For det naeste led findes poler for s = +iw og s = —f og derved kommer man frem til
udtrykket:
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B coswt + wsin wt

i b 5 exp(—ft) + 51w

(s+B) +u?) ~ P hw

Dvs. den samlede lgsning er

L*l

B coswt + w sin wt
BQ +w2

Z_ﬁ 5 exp(—ft) +

u(t) = Up exp(—ﬂt) + m

Opgave 9

Find en konform afbildning z = ¢(w) som afbilder meengden M af punkter rexp(if),
hvor r > 0 og 0 < 6 < m/3, over pa den gvre halvplan (Im z > 0). Benyt denne
afbildning til at finde et potentiale u pa M, som er nul langs kanten af M, dvs. langs
den positive reelle akse og langs linien rexp(in/3) for r > 0. Bemeerk at et potentiale
som sadvanlig opfylder Laplaceligningen og at det i den gvre halvplan kan skrives pa
formen u(z,y) = ky, hvor k er en konstant.

Svar:
Den korrekte atbildning som afbilder det naevnte domaene over pa den gvre halvplan er
d(w) = w?. Dette ses ved, at ¢ afbilder linien givet ved w = r exp(in/3) for r > 0 over

pa
¢(r exp(ir/3)) = —r°
og linien w = rexp(im/3) over pa
o(r) =7,
Det bemeerkes, at alle punkter mellem de to linier ogsa afbilder til den gvre halvplan
(tjek om det passer). Det tilsvarende potentiale u pa M er sa givet ved

u = —kRe(iz) = —kRe(i¢p(w)) = —kRe(iw?)
I poleere koordinater antager potentialet formen:
u = —kRe(iw®) = kr®sin 30

Dette potentiale er nul for § = 0 og § = 7/3, hvilket svarer til de to sider p4 domenet
M.
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