Svar til eksamen i Matematik F2 d. 19. juni 2014

Partiel (og mangelfuld) besvarelse med forbehold for fejl.

Opgave 1: Find alle z som opfylder fglgende ligning
coszsinhz =0

Svar: .
z:ﬂ'(n—i—§), forneZ

eller
z=1mn, forn € Z

Opgave 2: Bestem konvergensradiussen for den uendelige rackke:

& 7 Hn

nn
n=1

Svar: Fra bade kvotient og rodkriteriet ses, at konvergensradiussen er R = oo.

Opgave 3: Udregn fglgende integrale ved kontourintegration i den komplekse plan

2w 1
/ - dé
o 2+4sinf+ cosf

Svar: Ved en omskrivning til et kontourintegrale langs enhedscirklen fas udtrykket:

% 1 dz 1% 2 p
@z _Z .
24+ L (- +i(z+) iz i) 1—-i)2+4z+(1+10)

z
Polynomiet i naevneren har rgdder

_—2442

=TI
hvor kun z; ligger inden for enhedscirklen. Ved at benytte omskrivningen
(1—i)22+4z+1+i)=1—-i)(z—2_)(z —24)
findes residuet i z fra fglgende graense

. 2 1
Jim (2 - Z+)i(1 —)(z—2)(z—2) V2
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og derfor fas

21 1
/ do = V2rn
0

2+ sinf 4+ cos

Opgave 4: Beregn den inverse Laplace-transformation af udtrykket

1

B )

Svar: Udtrykket har singulariteter af endelig orden i punkter s = 0 og s = —34, de tilsvarende
residuer af

est

s2(s + 31)

Ved raekkeudvikling omkring s = 0 ses, at

est 1 e 1 1 2 1 t—a\1
o (st )0t ) = ) S+
s2(s+3i) s2s5+3i s2 <( Fott)g(log )) s2+< 3i >5+

Residuet kan nu aflaeses

PR}
R(s=0) = 3Z,32
Residuet i s = —3i er givet ved
o5t o—3it
Ris ==3i) = lm (s +30) 535 =~
Vi fa derfor, at
1 [Aioo o5t F1 edit

2 fyi 2130 "3T9 g

Opgave 5: Udtryk funktionen
3 .o
f(0)=1—cosf — 5 sin (9)

ved hjeelp af Legendre-polynomierne pa formen Pp(cos#). Dvs. find koefficienterne ay i ekspan-
sionen

F(6) =" asPi(cos )
/=0
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Svar: Ved inspektion ses, at

f(0) = Py(cosf) — Pi(cos@)

Opgave 6: Find reekkeudviklingen af funktionen

1
f(z) = m
for a) |z| <1 og for b) |z| > 1.
Svar:
a)
J RN
f(z) = ngzz
k=0
b)

e =-53

N

Opgave 7: Benyt et passende valg af kurveintegraler i den komplekse plan til at finde prin-
cipalveerdien (principal value) af integralet

et

Svar:

h ! ) =1 1R(x = miR(x =0) = — iE
P/oo:c(az—1)(x—i)dx:2MR(x_Z)+7rR( 1) + miR( 0) (1+)2

Opgave 8: Find en konform afbildning pa formen

z =w"

som afbilder meengden M af punkter w = r exp(if), hvor r > 0 og 0 < 6 < 27 over pa den gvre
halvplan (Im z > 0) — dvs. bestem « séledes at den komplekse plan panger den positive reelle
akse afbildes over pa den gvre halvplan.

Benyt denne afbildning til at finde et potentiale u pa M, som gar mod nul langs kanten af M,
dvs. nar man naermer sig den positive reelle akse fra oven og fra neden.

Bemaerk at et potentiale som saedvanligt opfylder Laplace-ligningen V2u = 0, og at det i den
gvre halvplan kan skrives pa formen u(z,y) = ky, hvor k er en konstant.
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Beregn yderligere gradienten af potentialet ved hjelp af den komplekse form wu(w).

Svar: Den rigtige veerdi er o = 1/2. Det tilsvarende komplekse potentiale er sa
u(z) = —kiz'/?

Gradienten af potentialet er givet ved

u *_ - —1/2
2(82’) = —kiz

Opgave 9: Benyt Fourier-transformationen mht. variablen z og Laplace-transformationen
mht. variablen ¢ til at finde lgsningen til den partielle differentialligning

ou(t,x) n ou(t,x)
ot Ox

=1,

hvis (0, x) = 0. Antag at Fourier-transformationen af % er iku(t, k) hvor a(t, k) er Fourier-
transformationen af u(x,t) - med andre ord, der kan ses bort fra veerdien af u(¢, x) for |z| — oo.

Hint: Beregningerne bliver en smule lettere, hvis man, efter at have anvendt begger transfor-
mationer, anvender den inverse Fourier-transformation for den inverse Laplace-transformation.

Svar: Efter Fourier-transformationen fas

di(t, k)
ot

Anvendes nu Laplace-transformationen, sa fas

+ ika(t, k) = V2r5(k)

V2o (k)

su(s, k) + iku(s, k) = .

Dvs. Igsningen er

- Vamh)
u(s, k) = m

Efter at have anvendt den inverse Fourier-transformation fas

1

u(s,z) = 2

Hvilket efter den inverse Laplace-transformation giver

u(t,x) =t
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