Kortfattet svar til eksamen i Matematik F2 d. 21. juni 2017
Opgave 1

Bestem for folgende tilfeelde om en funktion f(z) af z = = + iy er analytisk i dele af den
komplekse plan, hvis den har real del u(z,y) og imagineer del v(x,y) givet ved

a) u(z,y) = 3(z* —y?) — ldzy, og v(z,y)="7(z*—y?) + 62y

b) u(z,y) = e” ¥ cos(2zy), og v(z,y)= e ¥ sin(2zy)

Svar:

For at finde ud af om funktionerne er analytiske benytter vi Cauchy-Riemann betingel-
serne.

a) Vi finder at

Ou ov
b — 14y = —
ox bz 4 y
0g
ou ov
6y — 141 = — —
oy 0y * ox
b) Vi finder at
gz = 2e"" Y (z cos(2zy) — ysin(2zy)) = g:
0g
gz = 2ez2_yz(—y cos(2xy) — xsin(2xy) = —%

w(z,y) = e® "V cos(2zy), og v(z,y)=e" Y sin(2wy)
Dvs. da Cauchy-Riemann betingelserne er opfyldt for begge funktioner er de begge
analytiske.
Opgave 2

Find alle singulariteter og bestem ordenen af eventuelle poler for fglgende udtryk
a)
224627
(z—=2)3(z+T7)°

z+cosz—1
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Svar:

a) Efter en lille omskrivning af polynomiet i teelleren far vi

2+62-7  (z4+7)(z—-1) (z—1)
(z—=2B30=+7° (2-230E=+75 (2-2)3(:z+7)4
Fra dette kan vi se, at der er en pol af orden 31 z = 2 og en pol af orden 4i z = —T7.

b) Vi foretager en ekspansion af cos(z) omkring z = 27m (for m som heltal) o
benytter z = £ 4+ 2mm, og far

1 n 1 1 n 1
1 = = 0o 2k
z cosz—1 z _1+Ek:o(_1)ké71)
1 1
=-+ (1)
z &[-1/2+8/4 = O(¢Y)]
_ 1 9(8)
E+2mm - &2
Da ¢(0) = —1/2 ser man, at der er en pol af orden 2 i z = 27m eller akvivalent
for £ = 0.
Opgave 3

Find Laurantraekkerne omkring punkterne zo for funktionerne

a)

3
flz)= 1) hvor 2y =0
b)
f(z) = ln(lz7—z)’ hvor 2y =0
Svar:

a) Funktionen er analytisk for z = 0, dvs. Laurantrakken identisk pa med Taylor-
reekken, som er
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Opgave 4

Udregn fglgende integrale ved kontourintegration i den komplekse plan

o 200
———— dé
/0 4e210 4 1

Svar:

Vi benytter omskrivningen z = e og omskriver til et kontourintegrale pa enhedscirklen
bensvnt C.

/27T 210 " j[ 22 dz 1?{ z q 2mi( Res( /2)+ Res( /2)
—dl=¢ —— — = — z =2mi| Res(z =i es(z = —i
o 4e? 41 cd422+1 iz i Jo (z—1/2)(z+1i/2)

Vi finder herfra, at
27 6219
/0 4e70 11 ™/

Opgave 5

Benyt et passende valg af kurveintegraler i den komplekse plan til at udregne integralet
(langs den reelle akse)

e 1
/ - - - —dx
oo (= 1i)(x — 2i)(x — 3i)(x — 49)
Husk at argumentere for veerdien af integralet langs de valgte kurver.

Svar:

Der findes ingen poler i den nedre halvplan. Hvis man lukker integrationsvejen med
en halvcirkel i den nedre plan far man direkte at integralet er lig nul. Dette fglger
eftersom at for |x| > 1, gar integranden approksimativt som |z|~%, dvs. integralet langs
halvcirklen i nedre halvplan bidrager ikke.

Opgave 6

Benyt et passende valg af kurveintegraler i den komplekse plan til at udregne integralet

(langs den reelle akse)
* sin?g
oo T2+ T2 dx

Husk at argumentere for veerdien af integralet langs de valgte kurver.
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Svar:

Bemaerk, at integralet kan omskrives pa folgende form

00 sin2a: 1 o] 621'30_2 1 00 6721'35
/ -5 2dX:—/ -5 de—/ -5 2dx
oo XA+ T 4 ) x4+ 4 ) xv+7

jvi. Jordans lemma, s& kan vi lukke det forste integrale langs en halvcirkel i den gvre
halvplan og det andet integrale langs en halvcirkel i det nedre halvplan. Vi har derfor,
at (ovre halvplan)

1 oo L2ix _ 2 1 00 2ix 9 1 1
_/ 6272(1)( = _/ € —dx = 2miRes(im) = ——e 2" 4 -
4 ) x>+ 4 )_o (x+im)(z —im) 4 2

og (nedre halvplan)

1 e8] 6721'1 1 00 6721'1 1
—/ ———dx = —/ , —dx = 2miRes(—im) = ——e 2"
O B 4 J_o (z+im)(x —im) 4

Adderes de to bidrag fas

o 102
sin”® z .
———5dx = e " sinh(7)
0o TX T

Opgave 7

Udtryk funktionen

7(6) = cos*(0)
ved hjeelp af Legendre-polynomierne pa formen Py(cosf). Dvs. find koefficienterne a, i
ekspansionen

£(0) =" arPy(cos0)
£=0

Svar:

Funktionen er ulige og af 5. orden, s kun ¢ =1, 3,5 skal bruges. Ved inspektion fas, at

cos®(0) = %Pl(cos ) + ng),(COS ) + (%Pg)(cos 6)

Opgave 8

Benyt Laplace-transformationen til at lgse fglgende system af differentialligninger for
(t) og y(t),
T = 4dxr—y
= —x+4y
med startbetingelsen (zg,y0) = (0,1).
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Svar:

st—x9 = 4z —19

s§—yo = —&+49

Vi isolerer nu hhv. Z og g og far

A 1
YT 2 _8s+15
L s—4

Y = 2 8 +15

Den inverse Laplace-transformation pa de to ligninger giver

Opgave 9

N =N =
—~ —~
o )
w w
& IS
+ |
gy )
ot (o]
SN <
~— ~—

Benyt den inverse Laplace-transformationen pé funktionen

f(s)=1/v5s

til at finde f(¢). Bemaerk at funktionen er flertydig. Du far muligvis brug for fglgende
integrale (for a > 0), [ exp(—az?)dz = /7 /a.

Svar:

Den inverse transformation findes fra

o 1 B 1 A+ioco est
0= (5) =5 e 5

Problemet med den inverse transformation er, at funktionen har et branch-

WA
<&\

|

Figure 1: Integrationsvej

point pga. kvadratroden, sa vi bliver ngdt til at introdu-
cere en opskaeringslinie som ggr, at man stadigveek kan
evaluare ovenstaende integrale for A > 0. Samtidig skal
vi vaere papasselige i forhold til at veelge en passende
kontour at integrere langs. Vi veelger her at bruge den
negative reelle akse som opskaeringslinie og lader argu-
mentet for de komplekse tal lobe mellem —7 og w. Vi
veelgere en intgrationsvej som vist i Fig. 1. Bemaerk, at
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eftersom t > 0, s vil integrationsvejen langs elemen-
terne I'y og I's veere lig 0. Funktionen har ingen poler i
det valgte domaene, sé vi har derfor, at

1 est
— € ds. 2)
27” 1+Is+Ty \/g

Dette leder til ligheden:

€St /
s = [ Cas —ds
/1“1 Vs I's Vs r4

_e’iﬂ'/ rexp T td?” /
0o \/rexp(m «/rexp —i)
e 01 w2 [ 1
= —€'7 / —ec "dr — e / —e "tdr
00 \/"7 0 \/;
(m/2 fm/2) /OO 1 —rt g
= |e —e —e r
0o VT
& 2
= 42'/ e “tdu
0
o 2
= 2i/ e ltdu
—0oQ

= 20/ (3)

rexp(fiﬂ)tdr

Vi har i ovenstdende benyttet substitutionen r» = u? og benyttet symmetrien af inte-
granten til at udvide integrationen til hele den reelle akse. Den inverse transformation

er derfor .
1 1 e’ 1 T 1
®) <\/§> omi /n NCT Z\/Z N
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