Eksamen i Matematik F2 d. 19. juni 2018
Korte svar (ikke fuldsteendige)

Opgave 1

Find realdelen, Re z, og imaginaerdelen, Im z, for fglgende veerdier af z,
) 2= gk

b) z =4

c) z=1In(1l+1)

Svar

Find realdelen, Re z, og imagineerdelen, Im z, for fglgende veerdier af z,
a) Rez=2/5,0gIm z=1/5
b) Re z = exp(—n/2), og Im z =0
¢) Re z =1In(v/2), og Im z = 7/4

Opgave 2

Find alle singulariteter og bestem ordenen af eventuelle poler for fglgende udtryk

a)

1
(22 — 142+ 13)3
K In(z)
1—-=2
c) 1
z —sinz
Svar
®) 1 1

(22— 14z + 133 (z—13)3(z — 1)

Heraf afleeses direkte, at der er poler af orden 31 z =1 og z = 13.
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In(z)
1-=2

Vi ved at In(z) har et forgreningspunkt for z = 0 og neevneren er analytisk i dette
punkt, derfor vil det samlede udtryk ogsa have et forgreningspunkt i z = 0. Vi
tjekker nu punktet z = 1, hvor naevneren er lig 0. Vi definerer en ny variabel

& =2z —1, og ser pa graensen £ — 0.

In(z) ~ In(§+1) 60 L’Hospital

1— - ¢ = TFe

Dvs. vi har en heevelig singularitet for z = 1.

1

z —sinz

Udtrykket har singuleere punkter der hvor z = sin z. Vi finder en pol for z = 0.

Polen er af 3. orden idet

Opgave 3

Find Laurent-rackkerne omkring punkterne zy for funktionerne

a)

f(z) = (jilih;r), hvor zop =1nw
b)
f(z) = ze_zi, hvor zp =1
Svar

a) Vi foretager et variabelskifte til £ = z — im og far derved

Zf 2k+1 k §2k+1

sinh z 7sin zf i —
T e e

(z —im
b) Ved en simpel omskrivning findes raekken pa folgende vis

i z—i i 0 ok
f(2) = ¢ _cle ':Zezz(zk!z)

zZ—1 zZ—1
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Opgave 4

Udregn fglgende integrale ved kontourintegration i den komplekse plan
2m
/ e cos(0) do
0

Svar

Foretager substitutionen z = e og far

2 0 1 1
e cos(f) df = — z4+ -] dz=m
0

21 z

Opgave 5

Benyt et passende valg af kurveintegraler i den komplekse plan til at vise at
principalveerdien af fglgende integrale (langs den reelle akse) antager veerdien 7/v/3,

& 1
/ ———dx
Ceo X0+ 1
Husk at argumentere for veerdien af integralet langs de valgte kurver. Du far muligvis
brug for falgende vaerdier cos(m/6) = sin(n/3) = v/3/2 og cos(7/3) = sin(r/6) = 1/2.
Svar

Vi lukker integralet langs en halvcirkel i den gvre halvplan. Den kurve bidrager ikke til
integrationen da for store veerdier af R = |z| vil |2f(2)| ~ R/R? fzpe ), Integranden

har simple poler i z = —1, z = exp(in/3) og z = exp(—in3). Dvs. vi har en simpel pol
pa integrationsvej i z = —1 om hvilken vi laegger en lille halvcirkel H.. Vi har derfor, at
P/OO 1dx+/ #dx = 27i Res(e’™/?)
oo T3+ 1 o w3 +1

Hvilket igen giver, at

P/_oO $31+1dx = 2mi Res(e'™3) + i Res(—1)
_ ux’ 27
o (1 + €i™/3)(1 + e—i7/3) T (ei™/3 4 1)(eim/3 — e=im/3)

Ly’ me /6

= 2% 2cos(n/3) | 2cos(n/6)sin(x/3)

Sk

Vi har her benyttet, at cos(m/6) = sin(7/3) = v/3/2 og cos(7/3) = 1/2.
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Opgave 6

Benyt laplacetransformationen til at lgse fglgende ligning
d*u(t)

dtt
nar «”(0) = 0, v”(0) = 0, «/(0) = 0 og u(0) = 1.

—u(t) =0,

Svar

Benyt laplacetransformationen pa begge sider af udtrykket, og vi far

3 3

S P Rl ey e T ey e

U

Vi beregner residuerne af de fire simple poler og far fra den inverse laplacetransformation,
at

u(t) = %(cosh(t) + cos(t))

Opgave 7

Vis at folgende integrale antager den givne veerdi ved hjeelp af kontourintegration i den
komplekse plan

() 332/3 o7
[
o (z+1) 93
Angiv en passende integrationsvej. Hint: vis at summen af residuet/residuerne af inte-
grandens singuleere punkt(er) er —1/9 exp(27i/3), og benyt evt. slutteligt, at sin(27/3) =
v/3/2 til at udregne veerdien af integralet.

Svar

Integranden har en pol af orden 3 i z = €™, og vi far her, at

1 .. d? 3 1 .. d® 5 )
Res(—1) = o1 Zlirgﬂ 12 <(z +1) f(z)> =5 Zlirgw 22\ 13} = —1/9 exp(27i/3)

Integrationsvej. Integralet, vi er interesseret i, udreg-

nes langs den gvre side af opskeeringslinien T'r

) 2/3 2/3
[ [ 0
0 (JZ + 1) A (Z + 1) Fg{ 51

For at bruge Cauchys seetning indfgrer vi ekstra integra- N 7 R,e
tionsveje som hjeelp til at udregne integralet, en langs

den nedre side af opskseringslinien #2, en langs en cirkel
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i uendelig I'p og en langs en lille halvcirkel omkring ven-
stre side af origo I'.
Vi ser at integrationen langs den ydre cirkel ikke bidrager til integralet idet

f(z) dz
Tr

< 27rRmax |f(z)] fizpe .
zel'Rp

Vi har her brugt, at (for alle z pa I'g)

12f(2)| "R R(RY3/R?) = RV3 B g
og at neevneren i integranden for store radier er: 1 4+ R? ~ R2.

Sagt i ord, sa er integralet mindre end eller lig med maksimumsveerdien af integranden
langs integrationsvejen ganget med leengden af integrationsvejen, som er 2r R. Da mak-
simumsveerdien gar hurtigere mod nul end lsengden af integrationsvejen vil integralet
veere nul. P& lignende vis, ser vi nu, at bidraget fra I'c er nul nar radius, €, gar mod nul,

e—0

(z) dz| < memax|f(z)] = 0
z€le

Te
idet (for alle z pa T';)
1 .
12f(2)| R (X3 =3 2 o
Vi har her benyttet, at nsevneren i integranden for sma radier: 1+ €2 ~ 1.

I greenserne for hhv. store og sméa radier pa de cirkuleere veje kan vi se bort fra I'.
og I'r, og derfor far vi, at

7{ f(z) dz = / f(z) dz = 2m'( — 1/96xp(27ri/3)>
01+T g+-lo—+Te 0102

Integralet langs f5 svarer til at integrere x fra uendelig til nul, men bemseerk, at vi

ikke kan krydse opskeeringslinien, og derfor vil z langs fo antage veerdien €™z, som

indsaettes i integranden, og vi far derved

0o 2/3 0 (pe2miy2/3 ‘ oo ,2/3
f(z dz:/ d:U+/d:13: 1—647”/3/ —— dx
/él+ez ) o (z+1)? o (z+1)3 ( ) o (z+1)3

Det skal nu veere lig summen af residuerne
2/3

__Ami/3 o o 1 oriss
(1—e )/O CESIE dz 2m<96 >

Vi far nu

o1 27i/3
/°° x2/3 27”('96 ) —2mi/9 T
o (

. 1)3 T 1 647”/3 6—27m/3 _ 627”'/3 98111(271'/3)

Da sin(27/3) = v/3/2 har vi slutteligt
o p2/3 27
[
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Opgave 8

Benyt laplacetransformationen til at lgse folgende differentialligning for wu(t),

du(t) Lo —(t—t") 34
i t
o 2/0 u(t')e d

med startbetingelsen u(0) = 1.

Svar

Vi kan enten direkte anvende laplacetransformationen eller benytte udtrykket for laplace-
transformationen af et foldningsintegrale

. a(s)
1=
59(s) 1+s’
hvilket giver, at
i(s) s+ 1
w(s) = —————.
(s+2)(s—1)
Fra den inverse laplacetransformation fas endeligt, at
1 2
u(t) = §6_2t + get
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