Svar til eksamen i Matematik F2, 16. juni 2020
Opgave 1

Skriv fplgende to funktioner pa formen f(z) = u(x,y)+iv(x,y), hvor u(z,y) er realdelen
og v(z,y) er imaginaerdelen. Vi angiver de komplekse tal pa formen z = x + iy, hvor =
og y er reelle.

Svar:
a)
_ L 1 _r—=iy x . y
) = = Serm) 5T 5@+ B+
Dvs. U(.Z',y) = 5(r2;3-y2) og U(;va) = _W
b)
f(z) =cos(z) = % (eiz + e_iz) = % (e_y(cos(m) + isin(x)) + €Y(cos(z) — isin(w)))

hvilket igen giver, at
f(z) = % (e7Y[cos(z) + isin(z)] 4 e¥[cos(x) — isin(x)]) = cosh(y) cos(z)—isinh(y) sin(z)
Dvs. u(x,y) = cosh(y) cos(x) og v(x,y) = — sinh(y) sin(x).

Opgave 2

Bestem konvergensradiussen for den uendelige raekke:

Z (3n)!"

Svar:

Forholdstesten giver at

R Al Bt ) ke (Bt 3)(3n 1 2B+ 1)

I . (n+1)(3n)! (n+1)

dvs. R = >
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Opgave 3

Find Laurent-reckkerne omkring punkterne zp for funktionerne

a)

1 —cos(z—3) B
f(Z)_W’ hvor z9=3
b)
f(z) = L hvor 2p=5
G-1)(—5)
Svar
a) k
= 1 —cos(z — 3) _ = (~1) 320
&) == "% ; @Ry )
b)
2) = 1 B 1 1 B 1 o0 o 5 5\*
f()_(z—l)(z—5)_(2—5)(4+Z_5))_4(Z_5)kzzo( 1) < 4 >
Opgave 4

Udregn fglgende reelle integrale ved kontourintegration i den komplekse plan

2m 3
/ — df
o 13+4+5cosb

Svar:

2T 6
3 3 d 1 E
/ de:f 51‘22‘}{ w2
o 134 5cosb Croa B+ 3(z+3) iz 1 Jop, 22+ 2 +1

Hvis vi faktoriserer nsevneren kan integralet skrive pa formen

1 6
% 5 dZ
i Jous GO 175)
Integranden har to simple poler i hhv z = —5 og z = —1/5, hvor kun sidstnzevnte ligger

inden for integrationsvejen, vi far derfor

1 5
i fchl (z+5)(z+1/5)

dz = 2miRes(—1/5) = w/2
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Opgave 5

Udregn veerdien af folgende integrale, hvor integra-
tionsvejen I' bestar af liniesegmenter gennem fglgen-
de punkter (z = i) = (z =141 — (z = 0) —

(z=1) (se figuren),
/ edz —>e
r 1

Re

Im

\

Svar:

Kan regnes langs den anviste vej eller langs en vilkarlig anden vej fordi integranden er
analytisk i hele den komplekse plan, og derved kan integralet afleeses direkte fra stam-
funktionen

1
/ e€Pdz = —(e" 4+ 1)
r

™

Opgave 6

Beregn principalveerdien af fplgende integrale (ved brug af et passende valg af kurvein-
tegraler i den komplekse plan)

X

/°° wexp(z’wm)d
e 1 — a2

Husk at argumentere for veerdien af integralet langs de valgte kurver. Benyt den fundne

veerdi til at vise, at
* zsin(rx
/ zsin(z)

2
oo 1 —=x

Svar:

Integranden har simple poler i = +1,0g eller ikke andre poler. Vi far derfor, at

P/OO de — i (Res(1) + Res(—1)) = mi(1/2 + 1/2) = mi

/OO gsin(re) oo [p/oo “Xp(m”)dx] 7

2 2
oo 1—= R

—00

Opgave 7

Benyt laplacetransformationen til at lgse folgende ligning for u(t),
t
u(t) =1+ 4/ tu(t —t') dt/
0
med startbetingelsen u(0) = 1.
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Svar:

Vi anvender laplacetransformationen pa begge sider, og udnytter samtidig at integralet
er en foldning, til at fa

1 1
L
Y= + 52
Hvis vi isolerer u fas
R s
u =
(s* —4)

Vi bemeaerker at o har simple poler i s = +2 og benytter nu den inverse laplacetransfor-
mation til at fa

1 Atico st o2t N e—2t
2

u(t) = ~— ———ds = Res(2) + Res(—2) = —~

= = h(2t
270 Sy in (52— 4) cosh(2)

Opgave 8

Benyt et passende valg af kurveintegraler i den komplekse plan til at udregne integralet
(langs den reelle akse)

ol

00 1'1/3 T3

/ = =

o (*+7?) V3

Angiv en passende integrationsvej og husk at argumentere for veerdien af integralet langs

de valgte kurver. Du vil muligvis fa brug for en eller flere af fglgende veerdier cos(mw/6) =
V/3/2, cos(m/3) = 1/2, sin(n/3) = v/3/2 og sin(n/6) = 1/2.

Flertydighed. Integranden f(z) = z/3/(2? 4+ 72) er flertydig med et forgrenings-

punkt i z = 0. Det ses ved, at veerdien af integranden sendres, hvis man gar en runde om

origo

fx) = =/ Ay _(@ml orifs_ T >3 f ()
22 + T2 (€2Tril.)2 + T2 22 + T2
For at forhindre flertydighed introducerer vi en opskeeringslinie langs den postive reelle
akse.
. . . . . Im
Integrationsvej. Integralet, vi er interesseret i, ud-
regnes langs den gvre side af opskeeringslinien T'r
oo 1/3 ,1/3
/ ——— dz = / - dz
0 T24T o 24T I. b
< >
For at bruge Cauchys setning indfgrer vi ekstra integra- A
tionsveje som hjeelp til at udregne integralet, en langs
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den nedre side af opskeeringslinien ¢5, en langs en cir-
kel i uendelig I'g og en langs en lille halvcirkel omkring
venstre side af origo I'.

Singulere punkter. Fra Cauchys ssetning er integrationen langs alle disse veje
(samlet en lukket kurve) givet ved summen af residuerne inden for integrationsvejen. Vi
ser, at neevneren kan faktoriseres, 22 + 72 = (x —i7)(z +i7), og aflaeser direkte, at der er
to simple poler i x = iw og x = —im. Disse poler ligger begge inden for integrationsvejen
og derfor er

}1{ f(z) dz = 2mi (Res(—iﬂ) + Res(iw)),
L1+l p+lo+T

hvor vi far at

Z—im 24 2m

11/3.1/3 1/3 i
Res(im) = lim <(z —i7r)f(z)> SR °

og
) 1/3
1/3 ( %= o
7r (e 2) 1/34i%

Res(ir) = lim ((z—i—m)f(z)) - _

Z—>—1m -2 —m

Vi beholder den imaginaere enhed i nzevneren da vi omlidt muliplicerer residuerne med
2mi.

Bidrag fra enkelte segmenter. Vi ser at integrationen langs den ydre cirkel ikke
bidrager til integralet idet

R—00

(z) dz| < 2rRmax |f(z)] = 0.
zel'p

Tr
Vi har her brugt, at (for alle z pa ')

12f(2)| "R R(RV3/R?) = R B g
og at naevneren i integranden for store radier er: 1 + R? ~ R2.

Sagt i ord, sa er integralet mindre end eller lig med maksimumsveerdien af integran-
den langs integrationsvejen ganget med lseengden af integrationsvejen, som er 2rR. Da
maksimumsveerdien gar hurtigere mod nul end leengden af integrationsvejen vil integralet
veere nul. P4 lignende vis, ser vi nu, at bidraget fra I'c er nul nar radius, €, gar mod nul,

< memax | f(z)] =0
ZGF&

(z) dz

Te

idet (for alle z pa I';)
2f(2)] S () =3 2 g

Vi har her benyttet, at nsevneren i integranden for sma radier: 1 + €2 ~ 1.
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De sidste skridt. I greenserne for hhv. store og sma radier pa de cirkulsere veje kan
vi se bort fra I'c og I'g, og derfor far vi, at

% f(z) dz = / f(z) dz = 2mi (Res(—iw) + Res(zﬁr))
L1+ p+l2+T l1+Lo

Integralet langs ¢ svarer til at integrere x fra uendelig til nul, men bemeerk, at vi ikke
kan krydse opskeeringslinien, og derfor vil « langs 5 antage veerdien e?™x, som indsaettes
i integranden, og vi far derved

o .1/3 0 (,.,2mi\1/3 _ o ,.1/3

l1+L2 0o T°+m o TEAT 0o TTHT
Det skal nu veere lig summen af residuerne
~1/3

2mi/3 * 1/3 ( iZ iz
(I1—e ) Py s dr=m (66—62)
0 X 7T

Herfra bliver beregningen lidt teknisk, men det er en god ovelse (!!) at prove at ga
igennem de enkelte trin herunder (en test af hvor godt man har styr pa den komplekse
eksponentialfunktion)

o 1/3 wi/3 (ei% — ei%)
/ * dz
0

r? + 72 1—61%r

ei%ﬁ — eii%ﬂ
i cos(m/3)
sin(7/6)
<1/3

Vi har brugt fglgende veerdier cos(m/3) = 1/2 og sin(7/3) = v/3/2.
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