Svar til eksamen i Matematik F2, 22. juni 2021
Opgave 1

Skriv fplgende to funktioner pa formen f(z) = u(z,y)+iv(x,y), hvor u(z,y) er realdelen
og v(x,y) er imaginaerdelen. Vi angiver de komplekse tal pa formen z = x + iy, hvor =
og y er reelle, og den komplekskonjugerede til z angives som z*.

a) f(2) =%
b) f(z) =In(1+ 2)

Svar:

a)

1 1 1 .
= . —=_—+0
z+2¢ x4+iwyt+zr—iy 2x

f(z) =
Dvs. u(z,y) = o og v(z,y) = 0.
b)
1
u(z,y) = 5 [(1+2)° +y7]
og
v(z,y) = tan"'[y/(1+ z)]
Opgave 2
Bestem konvergensradiussen for den uendelige raekke:

n=0

Svar:

Benytter kvotienttesten og far
IR 1A\
=i () = () =0

Find Laurent-reckkerne omkring punkterne zg for funktionerne

a)

Opgave 3

_exp(z—2)—1
f(z) = wa

hvor zp =2

Side 1 af 4



1
f(z):m, hvor zp = —2
Svar
a)
exp(z —2) -1 Zk 1 k' _ — (z —2)F2
(z—2)3 (z—2)3 _kzo (k+1)
b)
1 1 1 1 1 1§: z+2
z+2)(z—5) (z+2)(z+2-7  (z+27(1—-(2+2)/7) T T
Opgave 4

Udregn fglgende reelle integrale ved kontourintegration i den komplekse plan

27 60
e
/ e df
0o e =2+

Svar:

/27r 4t dg% 42(1217{ 1 dz
o 4e?? —8eil +3 7 Jo 422 —82+3iz i Jo,, (2—1/2)(z—3/2)

Integranden har to simple poler i hhv z = 3/2 og z = 1/2, hvor kun sidstnaevnte
ligger inden for integrationsvejen, vi far derfor

1 1 . _ oo
.jiR T _1/2)(2_3/2)dz:2mRes(1/2)— 2

Side 2 af 4



Opgave 5

Udregn veerdien af fglgende integrale, hvor inte-
grationsvejen I' er beskrevet ved 7 exp(ifl), hvor
0 lgber fra fggapt = /2 til 6,4 = 0 (se figuren), B i% T

/Fcos(z)dz

Svar: Re

SJE]

Kan regnes langs den anviste vej eller langs en vilkarlig anden vej fordi integranden
er analytisk i hele den komplekse plan, og derved kan integralet aflaeses direkte fra
stamfunktionen

/ cos zdz = 1 — isinh(7/2)
r
Opgave 6

Beregn principalveerdien af fglgende integrale (ved brug af et passende valg af
kurveintegraler i den komplekse plan)

0o .
/ eip(zxgdx
e T2 —

Husk at argumentere for veerdien af integralet langs de valgte kurver.

Svar:

Integranden har simple poler i x = 4+, og ikke andre poler. Vi far derfor, at

P /_ h i’gp_(lig dx = 7 (Res(r) + Res(—r)) = mi(—1+1)/(27) = 0

Opgave 7

Vis at folgende integrale antager den givne veerdi ved hjeelp af kontourintegration

i den komplekse plan
o0
/ i de = &
0 (ZU + 1)3 8

Svar:
frivillig aflevering.

Side 3 af 4



Opgave 8

Benyt Laplacetransformationen til at lgse fglgende differentialligning for u(t),

du(t) 1 t_t/ ’ o
5 +2/0e u(t —t")dt' =0

med startbetingelsen u(0) = 1.

Svar:

Vi anvender laplacetransformationen pa begge sider, og udnytter samtidig at inte-
gralet er en foldning, til at fa

1 4
st—1+ = = 0.
* 21+s
Hvis vi isolerer 4 fas
N 1+ s
Uh=-—-—
(s +5+3)
Vi bemeerker at 4 har simple poler i s = —% + % og benytter nu den inverse

laplacetransformation til at fa

- () )

Side 4 af 4



