Matematik F2 Opgavesaet 3

Forslag til lgsninger uge 3

Opgave 1:
Vi har at A; = iez;, sa Riemannsummen bliver:

ZZlAj = ie=2mi,
;I j

fordi € er leengden af segmenterne, som summerer til 27, da de tilsammen udggr
enhedscirklen.

At 272 integrerer til 0 ses som normalt ved at vaelge en paremeterisering af kurven

v(t) = € for t € [0, 27):
1 S
—dz = / ——/(t) dt
gt | a0

Opgave 2:

1. 1/(z — 2) har en simpel pol i 2.
2. (1 + 23)/2? har en pol af orden 2 i z = 0.
3. sinh(1/2) har en essentiel singularitet i z = 0. (Se pa raekkeudviklingen)

4. exp z/z* har en pol af orden 3 i nul.

5. tanz = —i(e” —e~"*) /(e”* 4+ e"*) har pol nar neevneren er nul: e = —e™** =
emt2mne=iz oller 2 = z = 7/2 + 7n (n heltal). (nulpunkterne for cos(x)).

Ordenen undersgger vi ved at finde

(z —7/2)"sin(z)

I
2:15}2 cos(z)
for m = 1,... indtil greensevaerdien er endelig. Her fas graenseveerdien 1 for

m = 1. Nulpunkter i nulpunkterne for sin(x).
6. exp(1/z) har en essentiel singularitet for z = 0. (Ingen nulpunkter).

7. Nulpunkter i z =1/nm, n=1,... og poleri z = 1/(7/2 + nm).
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Opgave 3:
Ligningen ? = —z har i kompleks notation de to uafhaengige lgsninger e og e ™.
En generel lgsning er sa:

z=pe'" +qe" = (p+q)cost +i(p — q)sint
med p og ¢ (komplekse) konstanter. Med begyndelses betingelser at for ¢ = 0 er
z=aog?=1ibfasa = p+qogb=p—q. Den potentielle energi er V = (1/2)(z*+
y?) = (1/2)zz* = a® cos® t + b?*sin® t. Den kinetiske energi er K = (1/2)(i? +9?) =
1/223* = a®sin®t + b? cos? t) Den totale energier sa E =K +V = #

Opgave 4:

l — hm |(n+]‘)an+1| — 1 |a/n+1|'
R n=-00 |nan| n=-00 |an|

(n+1)/n) gar mod 1 nar n gar mod oo.

Opgave 5:

1. Pol af orden 2 i z = 0 og simpel polae i z = —2:¢. Residuet i 0 kan beregnes

pa to mader:
1d, z+1  (24+2i)—(2+1)

1dz" 2(+2) (2 +2i2
Sa indseettes z = 0 og vi far Res(0) = 1/4 —i/2
Vi skriver
z+1 1 (1+2) —i (14 2)(1 — z/(20)
21 2) 22(1+2/2) 2 22

og sa er koefficienten til 271 lig 1/4 — /2
Res(—2i) fas ved i ((2+1)/2? at indseette z = —2i, sa Res(—2i) = —1/4+1/2

2. Der er poler for e = 1 = 2™ altsd z = 2min n € Z Vi udregner
) z — 2min ) .
Z_lggm er—1 %g% (et+2min — 1) 1&% (I+t—1) =1

z = 2min er saledes simple poler med residuer 1.

3. Ojensynlig er der simple poler i z, = exp(2min/5) med n = 0,...,4. Lad
veaere med at bruge 24.57, brug 24.58

1 Zn Zn
Res(an) =57 =55 =3

idet 22 =1
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Opgave 6:

1. 1/(z — 2) er analytisk i co.

2. Ved at indsatte z = 1/t fas (3 + 1)/t som har en simple pol for ¢ = 0 eller

z =00
3. sinh(1/z) er analytisk i z = co. (Se pa raekkeudviklingen)

4. exp z/z* har en essentiel singularitet i oo.

5. tan z for z — oo er ikke veldefineret, hvilket medfgrer en essentiel singulari-

tet.
6. exp(1/z) er analytisk i co.

7. tan(1/z) er analytisk i oco.

Inspirationsopgave:
Det er blot at indseette. 2. 1/(z + (d/c))
3.
—(ad — be)
(z + (d/c)
4.

—(ad —bc) a  —(ad—bc) + (ac)(z+d/c)

Az + (dfe) ¢ (2 + (d/c)
Og sa fas det gnskede resultat efter 1 linies regning mere.
Det er ogsa veerd at udregne dw/dz. Man far

dw ad — be

dz  (cz+d)?
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