Matematik F2 Opgavesaet 4

Opgaver uge 4

Dette s@et bestar primeert af treeningsopgaver i integration i den komplekse tal-
plan. For at udregne disse integraler har man brug for at bestemme residuer, som
i opgave 1. Saettet indeholder eksempler pa integraler, hvor de trigonometriske
funktioner indgar. Disse integraler kan ofte udregnes lettere ved at benytte inte-
grationsveje i den komplekse plan. I naeste uge fglger flere traeningsopgaver, som
forhabentligt hjeelper til en god fortrolighed med integration. Opgavesaettet slut-
tes af med en opgave i brug af fouriertransformationen, som en opvarmning til
Laplace-transformationen (sa hent de gamle MatF noter frem), og med en opgave
med integration i den .

Kommentar:

Man kan ogsa argumentere for Cauchy’s seetning § f(z)dz pa folgende vis. I (RH)
er betingelsen for at en differentiel form df = A(z,y)dx+ B(z,y)dy er eksakt (Har
en stamfunktion) at 9,4 = 0, B. Sa for at formen f(2)dz = f(z)dx+if(z)dy er et
eksakt differential skal der geelde 0, f =0, f og det er preecis (CR) betingelserne.
Nar f har en stamfunktion F' betyder det at fab f(2)dz = fab dF = F(b) — F(a) Og
sa fglger naturligvis Cauchy’s sesetning.

Opgave 1:
Find residuer i de singuleere punkter af

a) 3/(1—z)

b) sin z/z*

¢) (4/2%) — 1/22
d) cot 2

e) 2/(x* - 1)?
f) 1/(z* = 1)

Opgave 2:

Find Laurantraekkerne for fglgende funktioner. Koefficienterne i rackken kan for-
melt set regnes fra den generaliserede version af Cauchys integralformel. Men oftest
vil det veere lettere at identificere og isolere polen og taylorudvikle den analytiske
del g(z) i udtrykket g(2)/(z — z0)*.

a) f(z) =2%**?  omkring z =0
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b) f(z) = Cos(jz)fl, omkring z =10

¢) f(z) = (2 —2)sin (ﬁ) , hvor zg=-3

d) f(z) = ToeEy  hvor zp =2

Opgave 3:
Beregn integralet

langs en cirkel i den komplekse plan med radius r = 2 og centrum i z = 0.

Opgave 4:
Integraler af typen fo% F(cosf,sin@)df er gennemgaet med et eksempel i bogen
(RH 15.3.1) prov selv med

a — cosf

2 1
I:/ ———df meda>1
0

2T
1:/ _950 10 med a1
0

a-+sinf
Opgave 5:
Vis at ) |
4 2n)!
/ cos? x dx = 27 2( n) 5
0 221 (n!)
Opgave 6:

I bogens eksempel, der hgrer til figur RH 15.6 (RHB, 24.15) ligger der en pol pa
den reelle akse. Denne undgas ved en lille halvcirkel i den gvre halvplan. Hvad sker
der hvis en halvcirkel i den nedre halvplan veelges?

Opgave 7:
Integraler af typen

/ f(z)dx
hvor lim, o |2f(2)] = 0 kan som vist i RH 15.3.2 (RHB, 24.13) udregnes. Prov

selv folgende:
/ 1+ 22 p
x
oo L+ 2t
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/oo ]
dx
—00 (CLZ + -TZ)(bZ x )

a og b er reelle og stgrre end nul.

Opgave 8:
I et eksempel i bogen udregnes fouriertransformationen af

0 for x <0
f(a:)—{ Ae ™ forx >0

til A/(v2m(A+1y)). Vis ved konturintegration i den komplekse plan at den inverse
fouriertransformation giver f(x).

Opgave 9: (Udfordrende)
Integraler af flertydige (multivalued) funktioner RH 15.13.3 (RHB, 24.13.3) er ogsa

veerd at prove:
<V
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