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Matematik F2

Lgsningsforslag til opgavesaet 5

Opgave 1:
Se kursushjemmesiden.

Opgave 2:
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Lgsning:
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Integranden har poler i z = —2i og z = —i/2, men kun z = —i/2 ligger inden

for enhedscirklen sa:
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Lgsning:
Lav standardskiftet af variable:
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, d
dz=1ie?, do = —Z
iz

1 1 1 1
cosb=—-|z+—-|, sinf=—|z—-
2 z 21 z
som giver at

I_%‘[%@—iﬂ2ﬁi_:;% Aol
T Lb+4L+0]iz 4 ), 2245212

hvor konturen er enhedscirklen.

Integranden har poleri z =0, —2, —% men det er kun z =0 og 2z = —%

der ligger inden for vores kontur, der jo er enhedscirklen. Sa integralet kan

omskrives til:
-1 24— 22241
_[ = — 9 1 dZ
4i J,222(z+2) (2 + 1)

Derfor:

1
I = —f2ﬂi<RB&:oﬁ-RE%:_l>
44 2

sa vi skal bruge residuet for polen af 2. orden i z =0

R i d z*—222+1
es,.g = lim——— " —
0 2=0dz 222 + 5z + 2

4% — 4 1924
=l | P gy S
20 | 222 + 5z + 2 (222 452+ 2)

1 5

22y
og residuet af den simple poli z = —1/2

422241 £ -2-1 3
2 z——1/2 222(2 + 2) 535 4

Res

Og integralet er derfor:



Matematik F2 Matematik F2
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Lgsning;:
Integranden har simple poler i z = 0,1,3. Kun 0 og 1 er inden for konturen
sa

1—2z2
dz = 2mi(Res,—o + Res,—
]{22 o o Y P z mi(Res,—o + Res,—1)

M s2 8,13 W32 8,13

Y U R S
= 71'23 5 —3’/TZ

j{ CoS 2
|z|=5 22(z —m)?

Der er en pol af 2. orden i z = 0 og en pol af 3. orden i z = 7. Begge poler
ligger inden for konturen sa

s 1-—2z . 1-2z
= 2mi (hm )

Lgsning:
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COS 2 )
f[f,ﬁ 2(z—n)p 2mi (Res,—o + Res.—r)

ori (1 d cosz N 1 ’ d? cos z
=2 [ lim ——— + = lim —
=0dz (z—m)3  2z2omdz? 22

ori (1 —3cosz sin 2 n 1 . d [—2cosz sinz
= 271 lim — — lim — —
=0 | (z—m)* (z—m)3 2 2o dz 23 22
oril 1 —3cosz sin z
= 2mi| lim —
] [ T
n 11_ d 2'3COSZ+2SiDZ+QSinZ COS %

— lim — _
2z dz 24 23 23 22

l

4 274 3

,(—3 7T2—6> w2 —12
=2mi | — + =

sin 2
7{ dz
l2|=2 <

Der er en haevelig singularitet i z = 0, men ellers ingen singulariteter sa

integralet giver 0.
cos 2
]4 dz
|z2]=2 <

Da polen z = 0 ligger inden for konturen er svaret2mi cos(0) = 2.

j{ 2e3%dy
|z|=5

Der er en essentiel singularitet i z = 0 sa integralet bestemmes ved:

Lgsning:

Lgsning:

Lgsning:

j{ ze¥%dz = 2miRes.—
|z|=5

4
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For at finde residuet finder vi laurentrackkeudviklingen for integranden..

Generelt geelder det at Res,—, er koefficienten foran leddet med Zi—a 1 lauren-
treekkeudviklingen som i dette tilfaelde er givet ved:

=3 Bl

k!
k=0

Nar k = 2 fas leddet i summen til at veere %z_l sa a_; = Res,—¢ = g.
Altsa er integralet

9
f{ 263%dy = 2mi= = 97i
|2|=5 2

Opgave 3:

Opgave 4:
Se tabel 5.1 (s. 212).
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Opgave 5:

a) Lad A veere storre end realdelen af alle singulariteter. Den inverse transfor-
mation er da

1 A+ioco est
— —ds.
270 Jy_joo S2—8—2
Der er simple poler i s = —1 og s = 2, sa integralet bliver:
o2t ot
3 3

b) Den inverse transformation er givet ved integralet

1 Atioo 2s e

— ds.
omi Jy e 5+ D)2+ 4

Der er simple poler i —1 og +:2. Integralet bliver:

2 2
—ge*t + g(cos 2t 4 2sin 2t)

Opgave 6:
Ligningen omskrives til

Si—xo—i—"}/ﬁ?:l

hvor z er z transformeret og xqg = 0 er begyndelsesveerdien. Dette betyder at
T=1/(s+7), sa

1 A+ioco 1
z(t) = —/ e*lds. (1)
A

2w Sy S

Bemeaerk at dette kun kan ggres for positive t-veerdier, da integranten skal ga mod
0 for Re t =& —o0. Integranten har en simpel pol i s = —~, sa vi far:

x(t) = e (2)
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Opgave 7:

Vi lgser fglgende ligning ved hjeelp af Laplace-transformationen

d*x dx )
M + Y + kx = Asin(wgt)

hvor wg er frekvensen af den eksterne drivkraft (Asin(wgt)), k = wam, hvor wy
er egenfrekvensen af oscillatoren. Vi benytter startbetingelserne

z(0) =0 og I =
=0

Vi dividerer igennem med massen m pa begge sider af differentialligningen og
definerer nye konstanter v = v/m og a = A/m, saledes at

d*z N dx o in(wt)

— +v— +wixr = asin(w

a2 T dt o
Ved at anvende Laplace-transformationen pa begge sider omskriver vi nu lignin-
gen. De enkelte led transformeres som fglger (hvor ~ symboliserer transformerede
variable),

d? d
T |, )+ st = ot ()
d
_df = —x(0) + s2(s) = si(s)
x = Z(s)
. WE
) —» —L
sin(wgt) )

Differentialligningen kan nu skrives pa formen

z(s) =

(0] Wg

+ .
s2+vs+uwt (24 wh)(s?+vs+ wd)

Lgsnigen til differentialligningen findes nu fra den inverse transformation

1 Atioco
z(t) = —/ [ - + e e®ds.
A

C2mi Jy e [ S2Hvstwd o (824 wd)(s2+ vs +uwd)
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Vi kan enten skrive summen under integralet pa feelles brgk eller dele integralet i
to. Hvis vi deler i to far vi fgrst

1 Atioco |: a

$? +vs + wi

] etds. (3)

2mi A—ioco
Integranden har to simple poler, hvor s? + vs + w2 = 0, dvs. hvor s = B4. Vi har

her introduceret
—v+ /U2 — 4w?
fa = e

I Bromwich integralet veelges A saledes, at bade A\ > Re(5+) og A > Re(8—).

Vi omskriver nu integranden pa formen

OZ@St

(s = Bi)(s —B-)

Residuet i s = 4 er

aet aebl+t

lim (s — ;) =

B, (s—B)s—B) 7 —dut

Residuet i s = f_ er

aet ael-t

S]_i}réli(s —B_)<S_5+)(3_5_) NG — dw?

Dvs. integralet i (3) antager veerdien

2ae” 2t sin ( dwi — v? t)

(4)

1 A+tico «
s? +vs+ wi

} eslds. =

271 Sy ioo dwg — v?

Vi har her benyttet omskrivningen i\/4w? — v2 = \/12 — 4w?.

Det andet integrale

1 A+ioco awg
2mi

- std
(§+w@@LH@+%J€ : ©)

A—1i00

lpses nu pa tilsvarende vis, hvor vi nu har to ekstra simple poler for s = +iwg. Vi
finder fglgende residuer.
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Residuet i s = 4 er

. awge® awgePtt
lim (s — By) 7 CRVIE N = - - -
e (82 +wp)(s> +vs+wg) (B2 +uwd) /2 — duw?
Residuet i s = B_ er
awpest awgeP-t

lim (s — A =
si%l_(s B)(32+w%)(32+vs+w8) (B2 + wi)\/v? — 4w}

Residuet 1 s = twg er

Y . awEest aeint
im (s —iw =
s—)z‘wE( ) (s2+w)(s®+vs+wd)  (20)(wd —wi +ivwg)
Residuet i s = —iwg er
awEest &e—int
lim (s 4w = . .
s—>—z'wE( 2 (24 wi)(s®2+vs+wd) (—2i)(wi —w% — ivwg)

Lgsningen til (5) findes nu ved at addere alle residuerne, som efter lidt omskrivning
giver, at

+ +a

(R + w2/ —dug | (B +wh)y/i? — had (wf — W) + 17w}
(6)

Bemsaerk at den samlede lgsning sa findes ved at leegge sammen lgsningerne (4) og
(6). Vi ser at for t — oo, at det eneste led, som overlever, er

awgePt awgeP-t (w2 — w%) sinwgt — vwg coswgt
2

(wg — w2) sinwgt — vwg cos wyt

2

wo(t) =
Teolt) = @ (wE — wi)? + v2w?

Bemaerk resonansen i udsvinget for wg — wy.



