Matematik F2 Opgavesaet 6

Opgavesat 6

Temaet i denne uge er primeert laplacetranformationen til at lgse koblede ordineere
differentialligninger og basale partielle differentialligninger. Der vil derudover vaere
nogle opgaver i legendre-polynomier, som primaert er kortere forstaelsesopgaver.

Opgave 1:
Lgs forst opgaverne i noten om laplacetransformationen. Dvs. de koblede differ-
entialligninger og diffusionsligningen.

Opgave 2:
Fra eksamenssattet 2014 (svar til settet findes pa hjemmesiden)

Benyt Fourier-transformationen mht. variablen x og Laplace-transformationen
mht. variablen t til at finde lgsningen til den partielle differentialligning
ou(t, ) N ou(t, )
ot Ox

hvis u(0,z) = 0. Antag at Fourier-transformationen af % er iku(t, k) hvor
u(t, k) er Fourier-transformationen af u(z,t) - med andre ord, der kan ses bort fra
veerdien af u(t, z) for x| — oc.

=1,

Hint: Beregningerne bliver en smule lettere, hvis man, efter at have anvendt beg-
ger transformationer, anvender den inverse Fourier-transformation for den inverse
Laplace-transformation.

Opgave 3:
Fra eksamenssattet 2015 (svar til settet findes pa hjemmesiden)

Benyt Fourier-transformationen mht. variablen x og Laplace-transformationen
mht. variablen ¢ til at at lgse den partielle differentialligning
Pu(t,x)  O%ult,z)
ot? Ox?

:O,

med graensebetingelserne:

Ou
ot
Det antages at u(t, z) og de afledte med hensyn til x gar hurtigt mod 0 for |z| — oo.
Lgsningen skulle blive:

=0

u(0,2) = g(z) og =

u(t,z) =

(g(x + 1)+ g(z — t)> :

N —
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Opgave 4:

f(6) = sin?0

ved hjeelp af Legendre-polynomierne pa formen P;(cos#). Dvs. find koefficienterne

ay 1 ekspansionen
o0

f(0) = Z ayPy(cos 6)

=0

Opgave 5:
Hvis man skulle ekspandere 2'7 ved hjaelp af Legendre-polynomierne, hvilke koef-
ficienter a, ville sa indga? (Der skal ikke regnes i denne opgave).

Opgave 6:
Herunder fglger nogle ekstra gveeksempler pa integration med flertydige funk-
tioner.

Vis at

N

/owmdxﬁ

Det neeste integrale kan veere lidt drilsk. Det lgses lettest ved at holde integra-
tionsvejen i den gvre halvplan, dvs. ved at introducere en opskeeringslinie i den

nedre halvplan.
1
/ 2n * dr =0
0 x4 + 1

Betragt derfor integralerne fi)oo, J;° og [p, hvor T' betegner en halvcirkel med

uendelig radius i den gvre halvplan. Integralet ffoo regnes i den komplekse plan
ved at sende x over i x expim og derfor Inz over i In |z| 4 ix.

Regn nu integralet, hvor man flytter polerne lidt
/ * Inzx min2
5 dr =
o 2°+4 4

Opgave 7: Inspirationsopgave (Udfordrende)
Opgaven er en opfelgning pa den termiske diffusion vi kiggede pa til forelaes-
ningerne og er mere teknisk end en typisk eksamensopgave (sa er du advaret ;).

Los folgende ligning (kun ved hjeelp af Laplace-transformationen mht. tiden) for
temperaturen i en uendelig lang metalstang som initielt har temperaturen 7" = 0
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og efterfplgende bringes i kontakt med et uendeligt reservoir med temperaturen
TT’ES?
oT(z,t)  0°T(z,t)
o Ox2

Metalstangen ligger pa den positive reelle-akse (z > 0) og har rand-betingelserne

T(x,0) = 0
T(0,8) = Ty
T(x — oco,t) = 0
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