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概 要

一次元交通流モデルの一つである ��� モデルの一様解の安定性を解析し、一様
解が移流不安定なパラメータ領域を決定した。さらに、一様解に局所的な摂動を

与えるという数値実験の結果、一様解と渋滞� 自由走行領域の間に振動的な振舞い
がみられることを発見し、この振動解の性質を調べた。その結果、��� モデルが
様々な周期の振動解を持つことがわかった。それらの振動解は線形不安定である

が、移流により安定化されて現れる。数値実験で自発的に現れる振動解の時間周

期は、最も下流に残るモードの時間周期から決定されることを確かめ、解の空間

構造を明らかにした。
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第
�
章 序

非平衡散逸系は、様々な興味深い振舞いを示すが、その機構には非線形性が重

要な役割を果たしている場合が多く、理論の解析的取り扱いのみで現象を理解す

るのは困難である。しかし、近年の計算機の発達により、非線形性を含む問題を数

値的に解くことが可能になった。同時に、数値的な方法と解析的な手法を併用す

ることで現象の理解が進み、カオスやパターン形成の問題のように、一見複雑な

振舞いでも、比較的簡単な現象論的モデルで記述できることが多いことがわかっ

てきた。

粉体系は、非平衡散逸系の一つである。粉体系では、巨視的なスケールと微視

的なスケールの分離が困難であることや、外部からの駆動力の大きさによって振

舞いが固体的、液体的、気体的のどの状態にもなり得ることなどから、大変身近

な系であるにも関わらず、理解が進んでいるとはいい難い。しかし前述の数値的

手法と解析的手法の併用が有効な分野であり、またカオスやパターン形成などの

分野で発展した数理的な手法を応用できる可能性も大きい。

粉体系でみられる興味深い現象の一つに、鉛直に立てたパイプに粉体を流すと

いう実験（粉体パイプ流）における自発的な密度波の形成が挙げられる。この現

象においては、密度の時間変化のパワースペクトルが冪乗則に従うという報告も

ある。パワースペクトルに現れる冪乗則、いわゆる
�����
揺らぎは、この現象に限

らず非平衡現象に広くみられるものであるが、その意味が理解されている現象は

限られている。粉体パイプ流は準一次元系とみなせるため、取り扱いが比較的容

易であり、現在までにも、実験の他、離散要素法やセルラーオートマトンを用い

た数値実験、現象論的なモデルによる解析など様々なアプローチで研究がなされ

ている。しかし、密度の時空間パターンや、パワースペクトルに冪乗が現れるこ

との意味などはまだ完全に理解されてはいない。

一方、粉体パイプ流における密度波形成と共通の要素を持つ現象としてよく挙

げられるものに、高速道路での交通流における自然渋滞の発生がある。交通流は、

準一次元系とみなせること、自然渋滞の発生が自発的な密度波の形成とみなせる

こと、
�����
揺らぎがみられることなどから、粉体パイプ流と類似のモデルである

程度まで記述できるのではないかと考えられている。さらに、各車の挙動を追う

ことができるため、粉体流より「微視的」なモデルを構成しやすく、実験（観測）

との比較も容易である。

これらのことをふまえて、本論文では、交通流のモデルとして提案された最適

速度（ �����
	���
�� ����������	������ � � ）モデル � � � ��� の振舞いを研究した。� � モデルは、交
�



通流の微視的モデルのうち最も単純なものの一つであるが、密度波の自発的形成

を再現でき、また多少の変更を加えることによって粉体パイプ流のモデルとして

考えることが可能である。この ��� モデルの振舞いを、数値的な手法と解析的な
手法を併用して詳しく解析することによって、密度波の形成のダイナミクスやパ

ターンを理解することが本論文の目的である。

本論文の構成は、以下のようになっている。

第
�
章においては、まず交通流と粉体パイプ流の観測、実験結果と、それらを

記述する様々な現象論的なモデルを紹介する。次に第
�
章で、本研究で取り扱う

� � モデルを導入し、今までの研究で明らかにされた、周期境界条件下でのモデル
の振舞いと、線形解析、弱非線形解析の結果について簡単に紹介する。第

�
章で

は、上流と下流が区別された境界条件の下でみられる ��� モデルの特徴的な振舞
いを解析し、解の空間構造を議論する。最後に第 
 章で、まとめと議論を行なう。

�



第 � 章 交通流と粉体パイプ流

本章では、交通流と粉体パイプ流の密度波形成の現象に関して、どのような実

験（観測）がなされ、どのような特徴がわかっているかを簡単に紹介する。
�����
節

は交通流、
� ���
節は粉体パイプ流について述べる。

�����
節では、交通流と粉体パイ

プ流における密度波形成を記述する現象論的モデルについて述べる。

�����
交通流の観測

交通流は古くから研究されてきたが、なかでも、「自然渋滞」とよばれる現象は

多くの研究者の興味を引いてきた。これは、明白な交通渋滞の原因（事故、工事

など）が存在していないように見える高速道路などで自然発生的に渋滞がおきる

現象である。この自然渋滞がおきている道路を観測すると、車の密度が高い渋滞

領域と、密度が低い自由走行領域とが共存していることがわかる。つまり、自然

渋滞とは、自発的に密度波が形成される現象であるということができる。

交通流の観測は、高速道路上のいくつかの観測点の車線毎に検出器をおき、そ

こを車が横切る時間と速度を測定したり � ��� 、単位時間あたりの流量と平均速度を
測定したり � � � する方法によって行なわれる。それらのデータから、流量 � 密度 �
速度という関係式を用いて流量、密度、速度のうち直接測定されていない量が計

算される。データを解析する際には、これらの量の時系列プロットも用いられる

が、横軸に密度、縦軸に流量をプロットした図（基本図とよばれる）上でどの位

置を占めるかということで議論されることが多い。そこで、以下に、交通流で観

測される様々な状態を、基本図上の特徴と対応させながら紹介する。

図
�����
は、交通流の実測データから得られた基本図であり、横軸が密度 � （台	�
 � ）、縦軸が流量 � （台 	 
 分）である。揺らぎは大きいが、基本図上の分布は大

雑把にいって「人」という字に似た形をしていることがわかる。低密度領域では

密度に比例して流量が増える傾向がみられ、基本図上では右上がりの分布が得ら

れる（図
��� �
ではおおよそ

��
 � 
 � �
の範囲）。これは、各車がスムーズに走行し

ている「自由走行（ ��� ����� ��� ）」に対応している。これに対し、高密度領域では、
右下がりの分布が得られる（図

��� �
ではおおよそ

� 
 
 � の範囲）。この分布は「混
雑状態（ ������� ��� � ��� ���

�� � ）」に対応する。これは、密度が高くなり過ぎると、衝
突をさけるために各車の速度が遅くなり、流量が減ってしまうためである。また、

自由走行（右上がりの分布）と混雑（右下がりの分布）が共存している領域があ
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図
��� ����� �"�  年に東名高速道路の

東郷パーキングエリア付近で観測

されたデータによる基本図。文献

� � � から引用したものである。横軸
が密度 �（台 	�
 � ）、縦軸が流量 �
（台

	 
 分）である。この図は、流
量と速度を測定し、そのデータか

ら密度を計算して得られた。

る（図
��� �
ではおおよそ

� 
 
 � 
 �"�
の範囲）。このような共存領域での自由走行

は、過度に高密度で高速であるため、不安定または準安定であると考えられてい

る。また、自由走行と比較して、混雑状態では基本図上のデータの揺らぎが極端

に大きいことも特徴である。

また、混雑状態における振舞いは、近年詳しく調べられ、以下に挙げる二つの

状態が区別されるようになった。
� 	�� 渋滞（ � 
 � ）� � � 
���� �。これは車間距離が極端

に狭くなり、車がほとんど停止している、または非常に速度が遅い状態が数台か

ら数十台に渡って続くものであり、上流側に伝播することが知られている。
� 	�	�� 同

期流（ � � � �
	 � ��� 	���� � � ��� ） ��
���� �。これは違う車線の車の流れが強い相関を持つと
ころから名付けられた。混雑がひどくなり、車線変更が困難になっている状態で

ある。自由走行と比較すると速度は遅いが、渋滞と比較すると流量が大きいこと

が特徴であり、基本図において混雑状態が広い面積を占める原因の一つと考えら

れている。オンランプのような交通上の障害の周辺に現れる場合と、障害に関係

なく現れる場合があるが、障害の影響で形成されたとみられる同期流は、比較的

長時間維持されることが多い。また、自由走行から同期流に移るときに有限の大

きさの摂動が必要であり、ヒステリシスのような振舞いがみられるとして、これ

らの状態間の移り変わりを一次の相転移とみなした研究もなされている �  � � �。
さらに、渋滞と自由走行が交互に現れる状態（ 
 �
��� ��
���� ��� ��� �

�� ����
���� ）� � � も
観測された。 
���� の形成の原因として、道路上に障害があると、そこで繰り返し
短い渋滞がおこり、それが成長しながら上流に伝播していくことが挙げられてい

る。下流側から上流側に向かって、自由走行 � （オンランプ）� 同期流 ��
����
という空間構造が形成される場合もある ��� �。
このように、交通流は非常に複雑な振舞いを示す。自然渋滞の原因のみならず、

これらの複雑な振舞いを解析することが、最近の交通流の理論的研究の目的の一

つとなっている。また、密度の時間変化のパワースペクトルが冪則に従う（
�����
揺

らぎ）という観測結果が報告されている � $��。

 



��� �
粉体パイプ流の実験

(a) (b)

cock

cock

図
����� �

粉体パイプ流の実験の模

式図。
� 
�� 文献 � � � ����� の実験の模

式図。下部のフラスコにコックが

取り付けてあり、流体（空気など）

の流出量を調整できる。コックを

閉めると、粉体の排除体積効果に

より流体が逆流する。文献 � � ��� は
コックを取り付けていないので、

コックを閉めているのと同じであ

る。
� � � 文献 � � � � � 
 � の実験の模式

図。管下部のコックにより、粉体

の流出量を調整する。

粉体をホッパーから流出させたり管の中を流したりする過程は工学的に重要で

あり、そこで密度波の形成が見られることは古くから知られていた。しかしその

原因はまだはっきりとは解明されておらず、現在も研究が行なわれている。

そのような系を単純化した実験の一つが、鉛直に立てた細い管の上にホッパー

をつけ、粉体を流す実験である（図
�����
）。空気中で粗い砂 � � � ��� � �� �� またはガラス

ビーズ � � � � � 
 � を流した実験、液体を満たした管に金属球を流した実験 � ��� ����� など
がある。どの実験においても、ある条件の下では自発的に密度波が形成されるこ

とが報告されている。

粗い砂を用いた実験では、管下部に取り付けたフラスコのコック（図
����� � 
 � ）を

開けて自由に流体（空気）が流れ出るようにしたときは密度波が現れないが、コッ

クを閉めると、ホッパーからある程度はなれた位置に、はっきりした密度波が形

成されることが報告されている � � � �"���。これは、粉体の排除体積効果により流体
が逆流することによるパイプ中の流体と粉体の相互作用が、密度波形成の重要な

要素であることを示している。また、パイプ上に固定した観測点における密度の

時間変化のパワースペクトルが調べられ、密度波が形成される場合はパワースペ

クトルが冪則に従う周波数領域が存在することが報告された。その指数は
�"���
程度

� � � � �"� � であった。
流量（単位時間あたりのパイプ下部からの流出量）と密度波の関係について調

べた実験 � � � � � 
 � では、管の下部のコック（図 ����� � � � ）を完全に開放すると密度波
が見られないことが報告されている。文献 � � 
 � では、密度の時空間図を詳しく調
べ、流量を変えることで単純な進行波や振動しながら伝わる波などの異なる振舞

いが観察された。

�



一方、液体中での実験 � ����� では、充填率が高くなると密度波が形成されることが
報告された。ただし、パワースペクトルが広い周波数領域で冪則に従うのは、自由

流から密度波に転移する充填率においてのみであり、その指数は
����$
程度であった。

また、分子動力学（ � � ������� � 
 ��� � � 
 � 	���� ����� ）法 � � ��� � � � や格子ガスオートマト
ン � �!� � ����� を用いた数値実験も行なわれ、やはり密度波の生成が観察されている。
後者では、壁との摩擦と粒子間の非弾性衝突を考慮した場合としない場合の結果

を比較して、これらの効果が密度波生成に重要であるという結論が出されている。

また、密度の時間変化のパワースペクトルが、指数が
� �!�
の冪則に従うという結

果も得られている。

$



�����
現象論的モデル

�����
節、

�����
節から、交通流と粉体パイプ流という二つの現象の共通点として、次

のようなことが挙げられることがわかる。
� 	�� 準一次元系とみなすことができる。� 	�	�� 自発的な密度波の形成が観測されている。 � 	�	�	�� 密度の時間変化のパワースペク

トルが冪則に従うことが報告されている。このように共通点が多いことから、こ

の二つの現象はある程度まで類似のモデルで記述されるものと考えられ、この二

つの現象の類似を意識した研究もある � � � � �"� � � � �。ただ、粉体流のモデルは数多く
あるが、粉体パイプ流の解析に用いられたものはあまり多くない。そこで本節で

は、主に交通流の現象論的モデルを紹介するが、粉体パイプ流のモデルについて

も言及する。

密度波の再現に成功した現象論的なモデルには、次のようなものがある。
� 	�� 連

続モデル、または流体力学的モデル。これは、構成要素の局所的な密度を連続変数

とみなし、偏微分方程式でその変化を記述する巨視的なモデルである。バーガー

ズ方程式の衝撃波により密度波を記述するモデル � $�� や、ナビエ � ストークス方程
式を意識して導入されたモデル � � 
 � 、気体運動論の形式にならって導入されたモデ
ル � �! �� などがある。 � 	�	�� 微視的モデル。これは、各構成要素（車または粉体粒子）
の運動が、周辺の状況（近くの構成要素との距離、相対速度など）で決定される

モデルである。このタイプのモデルが密度波の再現に成功したことは、全体の振

舞いが局所的なダイナミクスに支配されていることを示唆するのではないかと思

われる。
� 	�	�� はさらに、 � 
 � 微分差分方程式系、 � � � 結合写像系、 � � � セルラーオー

トマトンに分類することができる。
� 
 � は、各構成要素のダイナミクスを、周辺の

要素との距離や相対速度を含んだ微分方程式で表すものである。このグループに

属する交通流モデルは、直前の車との距離や相対速度のみに依存する微分方程式

で表されるものが多く、追従モデルとよばれる � � � � ��� � � �。他に、直後の車の運動
にも依存する交通流モデル � �"��� や、周辺の粉体との距離に依存した力を考えた粉
体パイプ流のモデル � ����� などがある。 � � � は、� 
�� とほぼ同じであるが、� 
 � で連続
変数として扱う時間を、離散的に取り扱うモデルである。計算時間が短くて済む

ことや、確率的な振舞いを採り入れやすいことなどが利点である � ��� � �!���。 � ��� は、� � � では連続変数として扱っていた位置や速度を、離散的に取り扱うことが特徴の
一つである。位置や速度は、各構成要素の周辺の状況に依存した規則に従って時

間刻みごとに更新されていく。やはり計算時間が少なくて済み、確率的な振舞い

を採り入れやすい � �!� � ��� � �!� � �" ��。
本論文で取り上げる � � モデルは、追従モデルの一つである。このモデルは交

通流のモデルとして提案されたが、非常に簡単なモデルであるため、そのモデル

の意味を理解しやすく、また多少の変更を加えることで、粉体パイプ流のモデル

として取り扱うことも可能である。��� モデルの拡張または変形と考えられるモデ
ルも多く � ��� � �!$ � �!� � � ��� 、� � モデルの性質を理解することは、密度波形成のダイ
ナミクスの理解を促進するものと考えられる。

�



第
�
章 � � モデル

この章では、まず
��� �
節で、坂東らによって提案された � � モデル � � � ��� を導入

する。いままでの研究においては、主に周期境界条件下での � � モデルの振舞いが
議論されてきた � � � � � � � � �"$��。 �����

節以降で、それらの研究結果を簡単に紹介する。

� ��� ���
モデル

� � モデルでは、構成要素（車または粉体粒子）が一方向に進む一次元系を考
え、その運動が局所的な要素の配置によって決定されるものとする。具体的には、

構成要素に後ろから順に番号をつけたとき、� 番目の構成要素の位置 �	� が次の運
動方程式に従う。 
�	� ��� ��
 ��� � ������	� � � ��� � �
ここで、

� �����	���������	� であり、前の構成要素との間の距離を表す �
図

��� � � 。また、
ドットは時間微分を表す。
 ��� � は前の構成要素との距離が �

の時の「最適速度」で

あり、� は最適速度への緩和率である。つまりこのモデルでは、前の構成要素との
間の距離で決定される最適速度が存在し、各要素の加速度は、この最適速度と実際

の速度のずれに応じて加わると考えていることになる。これは、交通流では運転

者が車間距離に応じて速度を調整する様子を表している。粉体パイプ流では、前

の粉体との距離に応じて、パイプ内の流体との相互作用が変化することを表して

いるといえよう。

交通流のモデルとして
� ����� � 式を用いる場合は、最適速度関数 
 ��� � には、次の

ような性質が要求される � � � ���。 � 	�� 車間距離が無限大の場合の最適速度が定数にな
る（ 
 ��� � ��� � ����� � � �）こと。これは車の速度には上限があるためである。 � 	�	��
単調増加関数であること。これは運転者が衝突を避けつつ出来るだけ速く運転し

ようとする傾向を反映するためである。
� 	�	�	�� 適当な車間距離以下では最適速度が

x
n-1x xn xn+1

xnn-1x xn+1

nbn-1b

n n+1n-1
. . . 図

����� � � � モデルの
概念図。各要素の加速

度は直前の要素との間

の距離に応じて変化す

る。

� �
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最適速度関数
� ����� �

式のグラフ。横軸が車間距

離
�
、縦軸がその車間距離に

対応する最適速度 
 ��� � であ
る。交通流の最適速度関数

に要求される条件を満たし

ている。

�
になること。これは車の衝突を避けるためである。車の大きさを無視する場合、
 � � � � �

としてよい。

� � モデルを粉体パイプ流のモデルとして用いるときも、上述の最適速度関数に
要求される性質のうち、

� 	�� と � 	�	�� は次のような理由から満たされるべきであると
考えられる。

� 	�� について：前に粒子がなくても、重力による加速と流体との摩擦
による減速が釣り合う終端速度が速度の上限となるため。

� 	�	�� について：粉体間の
距離が短いほど、流体による圧力が高くなり、重力と逆向きの力がかかるため。� 	�	�	�� の粒子間距離が �

のときの最適速度に関しては、各粒子は常に進行方向
�
鉛

直下方 � に流れており、粉体粒子同士が衝突したときも正の速度を持っていると考
えられるので、 
 � � � � �

の代わりに 
 � � � � ����� � � ��� �
が要求される。この 
 � � �

の値の違いは、周期境界条件下では座標系をガリレイ変換すれば取り除くことが

できるが、出口と入口が存在する系ではそのような操作ができないことを注意し

ておく。

これらの性質をみたす最適速度関数の具体的な関数形としては、例えば


 ��� � ��� � �

���	 ��� ��� ��� � �	��
 � � ����� �
が考えられる。ここで、� 、� 、� 、
 はそれぞれ定数である。交通流では、車の速
度の車間距離依存性を直接測定することができるため、実際のデータからこれら

の定数を見積もることができる � � ��� � ���。
今後本論文では、最適速度関数を


 ��� � � � 
���	 ��� � � �	� � 
���	 � � � � ����� �
とする（図

�����
）。これは交通流のモデルに要求される定性的な条件を満たしてい

る � � � ���。したがって、本節以降は交通流のモデルとしての ��� モデルを取り扱う
ことになる。本研究と粉体パイプ流との関係は、
 章で再び議論される。

�!�



� � �
一様解の線形安定性

� ��� � � 式は �	� ��� � � � 
 � �� � � � � ����� ��	 � ��� � �
の一様解を持つ。この一様解は、全ての車が車間距離 � � 、速度 
 � � � � で走っている
状況を表している。この節では、坂東らによって行なわれた一様解

� ��� � � の線形安
定性の解析結果を紹介する � � � ���。なお、小松による文献 � �!$�� も参考にした。
各車の位置が、一様解からの微小なずれ � �	� � � � を用いて

�	� � � � � � � � � 
 � � � � � ��� �	� � � � � ��� 
����	� � � � ��� � � � � � 
 � � � �	����� � � � � � ���� �
で表される場合、線形近似の範囲で運動方程式は次のようになる。� �� � � � � � � � 
	� � � � �
� � � � � ������� � � � � � � ��� ���� �� � � � � � ��� � ��� � � ������� � � � � � ����$ �
ただし、� � ����� �	� ��� � � ����� �	� � � � とした。また、ダッシュは微分を表す。
ここで周期境界条件を仮定し、系内を 
 台の車が走っているとすると、フーリ
エ変換は次のように定義される。

������ � � � � �
 � � ��� � � � ����������� �����! � ��� � ���� � � � � � � � ����"� � � ���#����� �����! � ��� ��� �

フーリエ係数の時間依存性を � �$�&%"' と仮定すれば、線形化された運動方程式は
�)(!*+���� �-, � � � � 
	� � �� ��� �� �., ���/���� �-, � � � ��� �"� ��)(!*+� �� �-, � � ���� �-, � � � �10 � � � � ��� ��� �

となる。ここで、
, � �"243 � 
 、���� �-, � �5������ とした。すると振動数 * は次式で

決定される。 6 (!*�87 � �
6 (!*�97 � 
 � � � � �� � ���10 � � � � � � ��� ��� �

この解は

� (:*<;� � � �
�8=?> �

� � 
 � � �� �� � � �10 � � � � ��� � � �
で、* の虚部が正のときに一様解が線形不安定になる。実数の ,

に対して * の虚
部が正になる条件は、不等式

� 
 � 
	� � �� ��� ���@�)A , �CB � ��� � 
��
���
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線形不安定なパラメータ領域。縦軸が � 、横軸が � � であり、実線が線形中
立安定線 � � � 
 � � � � � である。実線より下が線形不安定領域である。
で与えられる。 � 、 
 � � � � � は正であるから、 � ��� � 
�� 式で , � �

の極限をとったもの

が、車間距離 � � の一様解が線形不安定になる � の上限を与える。つまり、長波長の
不安定性によって一様解が不安定化することになり、

� 
 � 
	� � � � � � ��� �� �
が、線形不安定となる条件を与える。

� ��� �� � 式をパラメータ空間で図示したものを
図

�����
に示す。,
が小さいところでは、 �	(:*�� は次のように展開できる。
� (!* ��
� A 
 � � � � �� B��� ( , � A � 
 � � �� �� � � B , �� ���� ��� A 
 � � � � �� B � �  A 
 � � � � �� B � ���� ( ,
	 
���� 
 A 
 � � � � �� B 	 � � A 
 � � � � �� B � � ���� A 
 � � � � �� B � �

� � �� ,
����
��� �.,
� � � ��� � ���, � の係数が正になることで一様解が不安定化することがわかる。

� ���
周期境界条件における数値実験の結果

周期境界条件を課した ��� モデルの数値実験は、まず坂東らによって行なわれ
� � � ��� 、その後小松らにも行なわれた � � � � �"$��。本節ではその結果を紹介する。なお、

� �
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 � ��� 、��� 対 � のプ

ロット。実線は横軸を�� とした線形中立安定
線である。

本節に掲載されている図は、追試として実際に数値実験を行なって得られたもの

である。

線形不安定な一様解に微小な摂動を加えて数値実験をおこなうと、自発的な渋

滞の形成がみられる � � � ���。一様解に局所的な摂動を加えたものを初期条件として、
周期境界条件での密度の時空間発展を図示したのが図

��� �
である。同様の図は、文

献 � ��� の � 	 � � � や、文献 � ��� の � 	 � �  にも与えられている。自発的に密度の高い領
域と低い領域にわかれており、自然渋滞の形成を再現していることがわかる。今

後、密度の高い領域を渋滞領域、低い領域を自由走行領域とよぶ。渋滞領域（自

由走行領域）中の車間距離はほぼ一定値
���
（
���
）をとる。

また、長時間の数値実験を経た後の
���
、
���
の値は、初期条件によらず、� の値の

みで決定されていることが知られている � � � � � � � � �!$��。��� 、��� 対 � のグラフを図 ��� 

に示す。横軸を �� とした線形中立安定線も共に示した。渋滞領域と自由走行領域が
共存している状況は、線形安定な二つの一様解領域をつなぐ界面が存在している

状況ともみなすことができることがわかる。この図と同様の図は、文献 � �!$�� の図����� �
にも与えられている。

� �



� ���
弱非線形解析

� � モデルについては、小松らによって線形中立安定線近傍での弱非線形解析が
なされ、
 � � � �� ���� � � � � �� � � の場合にはコルトヴェーク �ド � フリース（ 
 ��� �
� � � � � � �
� � 	������ 
 � � ）方程式が、
 � � � � � � � � � �� � � � の場合には修正 
 � � （ �


 � � ）方程式
が導出された � � � � �!$��。この節ではその結果を簡単にまとめる。なお、詳しい導出
は、付録 � に与えてある。
線形中立安定線からの距離を、� � �

を用いて ��� � 
 � � � � � � � = � � � （ � 側が線形
不安定領域）と表すと、（

����� � ）式の , � の項の係数が � � � � � になる。 �	(:*�� の実部
がバランスするためには

, � と , �
の項が釣り合う必要があるので、

,�� � 、つまり� � � � � である。また、（ ��� � � ）式の ,
の１次の項はガリレイ変換により消去でき

るので、* の最低次の項は � � � 	 � 、つまり � � � � 	 となる。そこで、	 �
� � � � 
	� � � � � � ����
 �
� 	 � � ��� ��$ �
として「遅い変数」	 、
 を導入し、

�	������� �	��� � � � � � � �� ������� � 	 ��
 � � ��� � � �
として、線形中立安定線の近傍で運動方程式

� ����� � を展開することにより、次のよ
うな縮約方程式が得られた � � � � �"$��。� 	�� 
 � � � �� ���� �

の領域では、� � �
となり、� の１次までで、次のような偏微分方

程式が得られる。��� � � �
 
	� � 	� � � 
	� ��� � � �
��� � = 
 �� � �� � � �

$ 
)� � �� � � �
� 
	� � � � � � � � � ��� � �����!� �

ここで、
��� �   � 、 
 � � 
 � � � � � などとした。これは 
 � � 方程式に摂動項が加わっ

たものである。� 	�	�� 
 � � � � � � � �
（線形中立安定線の頂点）では、� � �

となり、� の１次までで、次
のような偏微分方程式が得られる。��� � � �

 
 � � 	� � � �
� 
 � � � � � � � �

�!� � = 
 �� � �� � � �
$ 
)� � �� � � �

��� 
	� � � � �� � 	 � �
� � 
	� � � � � � � � � � ������� �

これは �

 � � 方程式に摂動項が加わったものである。

小松らは、��� モデルの渋滞領域と自由走行領域をつなぐ界面が、�

 � � 方程

式のキンク解又は反キンク解で表されると考え、�

 � � 方程式の持つ周期解が �

次の摂動項によりどのような変更を受けるかを調べた。その結果、摂動項による

� 




補正を受けても破壊されない解が存在するが、キンク � 反キンク間の相互作用の結
果、そのうちの周期解は不安定となり、無限系で最終的に選択されるのは、周期

無限大のキンク解または反キンク解であることが示唆された。また、このキンク

解と反キンク解は対称な形をしている。選択された（反）キンク解は、線形中立

安定線からの距離 � が小さいとき、� � モデルの渋滞と自由走行をつなぐ界面とよ
く一致することが示され、

� ������� � 式が渋滞 � 自由走行解の性質をよく記述すること
が明らかになった � � � � �"$��。一方、
 � � 方程式の解であるパルス的なソリトンに対
応する振舞いは、通常の数値実験では観察することが難しいが、みられる場合も

ある � �����。
なお、弱非線形解析により最低次で �


 � � 方程式が導出できる交通流モデル
は、��� モデルに限らず複数ある � � � � �"� �。また、三次の非線形項が現れる点と線
形中立安定線の頂点が一致しない交通流モデルについては、弱非線形解析によっ

て �

 � � 方程式を導くことはできず、三次の非線形項が現れる点近傍で得られる

縮約方程式が、最低次で �

 � � 方程式に新たな項が付け加わった式になることが

知られている。このようなモデル場合、渋滞と自由走行をつなぐ界面とその逆の

界面の形は非対称になる � �!� � � � � �"� � �!$ � � 
 �。一方、ルール � $!�
とよばれるルールに

従う交通流のセルラーオートマトンモデルは、超離散化の方法によりバーガーズ

方程式と関係づけられることが知られている � �  � � � �。

�  



第 � 章 上流と下流が区別された系に
おける � � モデルの振舞い

第
�
章で見たように、周期境界条件下での一様解の安定性と自然渋滞の発生は

すでに詳しく議論されている。この場合、周期境界条件は、サーキット上を車が

回っている状況に対応する � � � � � � � � �"$��。しかし、現実の高速道路における交通流
や粉体パイプ流は、明らかに上流と下流が区別された系であり、周期境界条件を

課した研究は必ずしも適切でない。また、周期境界条件を課した場合、長時間数

値実験を行なうと定常状態が得られ、主にこの定常状態について解析されている

が � � � � �"$�� 、高速道路の交通流やパイプ流ではそのような定常状態は実現されない。
そこで、この章では、上流と下流が区別された系において一様解に局所的な摂動

を加えた場合の振舞いを、数値的、解析的な手法を併用して考察した結果を述べ

る。まず、
��� �
節で、線形応答の計算結果を述べる。次に

�����
節で、上流と下流が

区別された境界条件の下での数値実験の結果を述べる。さらに
�����
節で、流れのあ

る系特有の性質の一つである移流不安定性について解析する。
��� �
節では、数値実

験の結果発見された振動解について、その性質を調べ、数値実験で自発的に現れ

る振動の周期について考察する。
��� 
 節では、そこまでの解析をふまえて � � モデ

ルの解の空間構造を明らかにし、最後に
���� 
節で、非線形な効果により空間構造が

変化するパラメータ領域について考える。

� ���
線形応答

一様解に局所的な摂動を与えた場合の系の振舞いを考察するため、まず無限系

に次の摂動を与えたときの線形応答を調べた。
�	� ��� ��
 � �	� ��� � �	� ������	� � � � 0�� % ���10 � �$�&%"' � ��� � �
一様解からのずれについて線形化した運動方程式は次のようになる。� �� � � � � � � ��
	� � � � �
� � � � � ������� � � � � � ��� 0�� % ��� 0 � �$�&%"' � ����� �� �� � � � � � ��� ����� � � � �/��� � � � � � ����� �
解の形を ��� � � � � � � ���10 � �$� %�' � ��� � �

� �



� � � � � � � � ���10 � �$� %�' � ��� 
��
と仮定すれば次式が得られる。

�	(:* � � � ��
)� � � � ��� � � � � � 0�� % � ���� ��	(:*�� � � � ���10 � ��� � ��� ���
すると、感受率 � �-, �
* � は次のように与えられる。

� �., ��* � � �� 0�� % � � � (:* � � � � �� (!* � � � � � � (!* � � � � � 
 � � �� � � � � � � �10 � � �
� ����$ �

� �., �
* � の極は、分散関係を決定する � ��� ��� � 式の解より決まる。
デルタ関数型の摂動 � � � � � � � � 
 � � � 
 � � � � ��� � �
に対する応答 � は、 � ����$ � 式の結果を用いて、積分

��� � � � � � �	� ��$�

 ,
�"2 ���� �


 *��2 � �., �
* �
���10 � �$�&%"' � ��� ��� �

を実行することで計算できる。この解は��� � � � � ��
 � � � ��� � � � 	 � ��� 	 ��� �10 � ��� �"� �
� � � 	 � � � ����� ' � � � � � ��� � 	 ���� � 	 � ����� '���� ��� � � � ��� � 	 ���� � 	 � ��� '���� ��� � 	 � � � � ��� ��� �

� � 	 � � > �
� � 
 � � �� �� � 	 � � � � ��� ��� �

となる。ここで、
 ��� � � � � � 	 � � は � � 	 � の 	 � � における留数を表す。��� �
のとき

には ��� � � � � � �
、すなわち摂動を受けた車（ � � �

）より前にある車は摂動の影響

を受けない。

この応答の定性的な振舞いは、 
 � � � � � � � の値によって以下のように分類できる。� 	�� � 
 
 � � � � � � � 
 ��� �
の場合

� � ���!� � � � � � は負の実数となり、線形の範囲での最
大応答は時間と共に減衰する。

� 	�	�� ��� � 
 
 � � � � � � � 
 ���"�
の場合

� � ���!� � � � � � は
負の実部を持つ複素数となり、線形の範囲での最大応答は時間と共に振動しなが

ら減衰する。
� 	�	�	�� ���"� 
 
 � � � � � � � の場合 � � ��� �� � 式より 系は線形不安定となり、線

形の範囲での最大応答は時間と共に振動しながら拡大する。この計算は、
� � �

で� � �
の車の速度を � だけずらすという � � モデルの数値実験と線形の範囲で一致

することが確かめられている。線形不安定領域での線形応答の計算結果を図
�����
に

示す。 
この摂動は、時刻 ! で "$#%! の車の速度を一様解から & だけずらすことに対応する（ ')(+* ,.- 式

を見よ）。

� $
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図
��� ���

線形不安定なパラメータ ��� �
、�� � �

のもとでの、一様解の速度 
 � � � � か
らの速度のずれ � � � を � ��� �"� � 式、 � ��� ��� � 式、 � ����� � � 式を用いて計算したグラフ。�
は車番である。ただし、見易くするために、車毎に縦軸方向にずらし、また空間

発展がわかるように横軸は一様解での時刻
�
の車の位置、 �� ��� � � � 
 � � � � � にしてい

る。
� � �

で � � �
の車の速度をずらしている。上から順に � � �

、� � 、� � 、� � � 、� � � であり、ずれが後方車に伝わるに従って増幅されていることがわかる。� � �
数値実験の結果

�����
節の線形応答の計算により、局所的な摂動が後ろの車に伝わるに従って発達

する様子がわかった。次に本節では、上流と下流が区別される境界条件のもとで、

一様解に局所的な摂動を与えるという
��� �
節の解析に対応した数値実験を行なった

結果を述べる。

上流と下流が区別される系において、一様解に摂動を加えた場合の振舞いを議

論するため、系の大きさを � として次のような境界条件を設定した。 � 
 � 入口は� � �
とし、時間間隔 � � � 
 � � � � で速度 
 � � � � の車が入ってくる。 � � � 出口は � � � と

し、それを越えた車は系から出ていく。先頭になった車（ 
 台目とする）が従う
運動方程式だけは、

� ����� � 式ではなく
�  � � � 
 � � � ��� ��  � � ��� � � �
とする。� 
 � と � � � の境界条件を課し、初期条件を車間距離 �� の一様解として数値実験を
行なうと、系に摂動を与えなければ常に一様解が維持される。また、系に摂動を

与えたとき、その影響がどちらかの境界に達しても、反対の境界側は影響を受け

� �



ない。これに対し、周期境界条件を課し、初期条件を車間距離 � � � � � 
 （ 
 は系
内の車の台数）の一様解として数値実験を行なってもやはり一様解が維持される

が、系に摂動を与えた場合、周期境界条件では摂動の影響が系から出ていくこと

はなく、系内を回り続ける。

初期条件としては、
��� �
節の解析に対応させるため、一台の車の速度を一様解か

ら微小量 � だけずらした状態を用意した。具体的には、
�	� � � � � � � � � � �"� � � � � � = � � = � � � � � に対して � � ��� � 
��� � � � � � 
 � � � �	��� � ��� �� �� � � � � � 
 � � � � � � � = � � = � ��� � � に対して � � ��� � ���

を初期条件とし、数値実験を行なった。なお、数値積分の方法としては、
�
次のル

ンゲ � クッタ法を用いた。
計算機実験の結果、線形不安定領域での系の振舞いが大きく

�
つに分けられる

ことが分かった。それは次のようなものである。� 	�� 車間距離 �� の一様解に対して、緩和率 � がある値 ��� � � � � より大きい場合（ ��� � � � � 
� 
 � 
 � � � � � ）�
摂動の影響は上流（入口側）にしか伝わらず、摂動の影響が出てい

る部分と一様解との下流側の境界が後退していく。最終的には摂動の影響は入口

から出ていってしまい、線形不安定な一様解に戻る（図
����� � 
 � ）。� 	�	�� � が ��� � � � � より小さい場合（ � 
 ��� � � � � ） �

摂動の影響は上流にも下流（出口

側）にも広がり、摂動の影響が出ている部分と一様解との下流側の境界が前進す

る。最終的には線形不安定な一様解の領域はなくなってしまう（図
����� � � � ）。� 	�	�	�� 低密度領域が発達する場合 �

初期の系の振舞いは
� 	�� または � 	�	�� と同様であ

るが、上流側で車間距離の広い低密度領域が発達すると、今度はその領域が下流

に向かって前進し、一様解が飲み込まれていく（図
����� � � � ）。� 	�� と � 	�	�� は線形不安定性が移流的（ ����� � � � � 	 � � ）か絶対的（ 
 � � ��� ��� � ）かの違い

である � � $ � � � �。 � 	�	�	�� は、摂動によるずれが発達してできた構造が一様解を侵食す
る現象であり、線形な取り扱いで解析することはできない。

また、図
����� � � � に特に明確であるが、一様解（灰色の領域）と渋滞� 自由走行領

域（不規則な縞の領域）の間に規則的な縞模様が現れている。このパターンは、周

期境界条件を課した図
��� �
ではすぐに失われてしまうが、図

����� � � � では系からその
領域が出ていくまでは残っている。この縞模様の領域では車の速度や車間距離が

振動的な振舞いをしている。この振動的な振舞いが自発的に現れ、維持されるこ

とも、今回用いた境界条件を課した場合の特徴である。

本章の残りの節で、これらの特徴的な振舞いについて詳しく解析する。
�����
節で

は、移流不安定性とその線形解析について述べる。次に
�����
節で、振動的な振舞い

について解析し、
��� 
 節で、系が十分大きい場合に現れる解の空間構造について考

察する。ただし、これらの節では、
� 	�	�	�� の効果は考えない。最後に ���� 

節で、
� 	�	�	��

について議論する。

� �
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図
����� �

車の密度の時空間プロット。

横軸が空間 � 、縦軸が時間 �
であり、

色が濃い部分ほど密度が高い。それ

ぞれの図で、初期の一様解が灰色に

なるように色の濃さを設定してある。� 
 � � � � 	 � 、�� � �
、� � � 	 � 、� ��!�!�

。
� � � ��� �

、�� � �
、� � � 	 � 、� ��!�!�

。
� ��� � � � 	 � 、�� � � 	�
 、� � � 	 � 、

� � $"�"�
。

� ���
移流不安定性

系が線形不安定な場合、摂動の影響は時間的に拡大する。しかし、どのような

摂動も有限の広がりを持つ波束で表されるため、その後の空間発展には二つの可

能性がある。一つは空間のあらゆる点で不安定化する場合であり、絶対不安定と

いう（図
����� � 
 � ）。もう一つは、不安定した波束が運び去られてしまう場合であり、

移流不安定という（図
����� � � � ） � � $ ��
 ���。

図
�����
から容易に想像されるように、絶対不安定と移流不安定の違いは座標系に

依存し、不安定化した波束と共に動く座標から見れば、常に絶対不安定となる。ま

た、有限系に周期境界条件を課した場合は、不安定化した波束が系から運び去ら

れることはなく、有限の時間内に摂動の影響が系全体に及ぶため、通常この違い

は問題にならない。しかし、入口と出口が存在する有限系において不安定性が移

� �
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図
�������
絶対不安定と移流不安定の概念図。横軸が空間、縦軸が時間である。ともに

線形不安定であるため、初期の摂動の振幅は時間が経つにつれて大きくなる。
� 
 �

絶対不安定。空間のあらゆる点で振幅が拡大していく。
� � � 移流不安定。不安定化

した波束が運び去られてしまうため、� を固定すると � � � で振幅は �
となる。

流的な場合、微小な摂動が加わってもそれが発達する前に運びさられてしまうた

め、線形不安定な解が安定に存在できることになり、振舞いに大きな違いを生む。�����
節で述べた

� 	�� と � 	�	�� の違いは、系の境界（入口 ��� �
と出口 � � � ）に対し

て静止している座標系から見た不安定性が移流的か絶対的かの違いである。
�����
節

の線形応答の計算の結果を用いて系が移流不安定であるかどうかを判定すること

は容易ではないが、
� � � の漸近的な振舞いのみに注目した線形解析を行なうと、

ある座標系から見た時にその不安定性が移流的か絶対的かを判定することができ

る � � $ � 
 � �。以下ではその方法を述べる。
一様解が無限に続く系に、時刻

�
に局所的な摂動を与えたとする。その後の振

舞いが、 �	� � � � � �� � � 
 � � � � � � � �	� � � � � ��� ��$ �
の形であたえられたとして、� �	� � � � の時間発展を考えよう。� �	� � � � について線形
化した運動方程式から

�� � * � , � � � � * � , �� � * � , � � ��� � � �
� � * � , � � � ����� � � ���$�10

� � � ��	� � � ��� � (:* � � ��� �	� � � � � � �����!� �� � * � , � � � (:* � � � � � (:* ��� � 
 � � � � � � � �10 � � � � ������� �
が得られる。ここで、

�� � * � , � � � ��

 � ��� %�' � ����� � � ���$�10

� � �	� � � � � �����"� �
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(c) 図
������� � 
 � 複素 * 平面での �� � * � � � の極

の位置（×印）と積分路（太い実線）。

積分路は全ての極の上方にある。
� � � 複

素
,
平面での �� � * � , � の極の位置と積分

路。* の積分路を下げると極が移動す
る。

� ��� 極が積分路を越えないように積
分路を曲げるが、はさまれたときは避

けることができない。積分路をはさん

で一致した極が
,
� を与える。

とした。
� �����!� � 式からわかるように、� � * � , � は初期条件で与えられ、特異性はな

い。また、� � * � , � � �
は

� ��� ��� � 式と同等であり、分散関係 * � * �., � を与える。
ここで、

� �	� � � � � � � � � �� � � � �

 *�"2 � �$�&%"' �� � * � � ��� � ����� � �

�� � * � � � � � ��$� �� � * � , ��� �10 �

 ,
�"2 � � ��$�

� � * � , �� � * � , � � � 0 � 
 ,��2 � ����� 
��

を定義すると、
�� � * � � � の、* の複素平面での極が � ����� � � 式の積分に寄与する。極

の中で虚部が最大のものを * � とすると、* � と * � を与える波数 ,
�（分散関係より

求まる）が
� � � での振舞いを決定する。

次に、* � を �� � * � , � から評価することを考える。 � ����� � � 式の積分路は、複素平面
で

�� � * � � � の全ての極より上にある（図 ����� � 
 � ）。* が図 ����� � 
 � の積分路をとった
とき、 �� � * � , � の複素 ,

空間での極は図
��� � � � � のようになっているとしよう。この

とき
,
空間での積分路は実軸上である。次に、

� ����� � � 式の積分路を下げていく。す
ると、分散関係に従って、 �� � * � , � の ,

の極が移動していく（図
��� � � � � ）。 � ����� � � 式

の積分は、積分路を下げていっても解析接続されているので、 �� � * � , � の極が ,
の

実軸を越えるときは、積分路のほうを曲げて極が積分路を越えないようにしなけ

ればならない � （図 ����� � ��� ）。ところが、 �� � * � , � の二つの極が積分路を挟み込むと
�
線形不安定な場合、分散関係を � #�� ' � - とすると、��� '�� ' � - -
	 ! を満たす実数の �

が存在す
るので、��� '��	-�	 ! のうちに必ず 
� '���� � - の極が �

の実軸を越える。

� �



きは、どのように積分路を変化させても極を避けることができない（図
��� � � � � ）。

これが
�� � * � � � の極に対応している。つまり、 �� � * � � � の極を与える ,

は、* 平面で
積分路を下げていったときに

,
平面の積分路をはさむ �� � * � , � の極（ � � * � , � � �

の根）で決まる。� � * � , � � �
の二つの根が積分路をはさんで一致したときの解が, � ,

� 、* � * � である。* � � * �., ��� は ,
の重解であるから
 * �., �
 , ����� % � %�� � � � �����! �

が成り立つ。この * � の虚部が正のとき、系の不安定性は絶対的となる。� � � での系の漸近的な振舞いを調べるには、� * � � , � � の近傍で � ����� � � 式、� ����� 
��
式の積分を評価すればよい。

� �����! � 式より、� � * � , � � �-, � ,
� � � � � � * � * ��� � ����� ���

であるから（
�
は定数）、

� ����� 
�� 式の積分は、 � * � � , ��� の近傍では
�� � * � � � � � �10 � �� * � * � � �����!$ �

と評価できる。従って、
� ����� � � 式の積分は

� �	� � � � � �� � ���$� � % � ' ��0 � � � � ����� � �

と評価され、系の漸近的な振舞いが与えられる。

この節の冒頭で述べたように、移流不安定性は観測する座標系の速度に依存す

る。速度 � で動く座標系で考える場合は、上の計算を * � * � , � として行なえ
ばよい

	
。なお、このとき、

� � � での漸近的な振舞いを与える � ����� � � 式の � は、� � ��� � � � に置き換わる。
さて、ここで具体的な表式を考える。分散関係は� � * � , � � � (:* � � � � � (:* ��� � 
	� � � � � � ���10 � � � � � � �����"� �

より与えられ、* � * �-, � には �
つの解があるが、不安定化するモードは

*�� �., � � �)( � � � (��� � � � � � 
 � � � � � � � �10 � � � � ������� �
である。速度 � で動く座標系から見たときは、*�� �-, � � � � , � ( � � � (� � � � � � � 
 � � � � � � � �10 � � � � ����� � �
となる。 
 * � �., �
 , � � � �����"� ��	� '���
 �
�

�
� - # ! を考えると、分散関係 � # � ' � - の代わりに � # � ' � -�� ���

が得られる。

� �



の解を
, � ,

� とすると、* � は * � � *�� �-, � � � �����!� �
で与えられる。ただし、

� �����!� � 式の解が複数存在するときは、� ����� � � 式にそれぞれ
の解を代入して得られる * のうち、虚部が最大のものが * � であり、その * � を与
える波数が

,
� である。

� �����!� � 式を具体的に書くと、

� � � � 
 � � � � �
� �10
� � � � � � 
 � � �� � � � �10 � � � � � � ����� 
��

となる。 	 ��� �10 として変形すると、	 についての二次方程式
� � 
 � � � � � � � 	 � � � � 
 � � � � � � � 	 � � � � � ��� � 
 � � �� � � � � � �����" �

が得られ、解として	 ; � � � �� 
 � � � � � � � =�� � � �� � � � ��� � 
 � � � � � ��� � � ����� ���,
�:; � �)( ����� 	 ; � �)(�� ��� 	 ; � �"243 � 3 � � � = � ��� � � � � �����"$ �

が得られる。ここで、� ��� は対数の主値を表す。つまり ,
� は、対数をとるために�"2

の不定性を持つことになる。しかし、積分路が � 2 から 2
までの有限区間であ

るので（図
����� � � � 、 � ��� ）、3 の異なる ,

� のうちいずれか一つが積分路を挟むこと

になり、その
,
� について今まで述べてきた議論が成り立つ。

前述したように、* � は *�� �., ��� � と *�� �-, � � � のうち虚部が大きい方であり � 、系が
移流不安定である条件は �

� � * � � 
 � � ����� � �
となる。

ここまでは、空間を表す変数を車番 � として解析を行なってきた。この、車番� を空間の変数とする座標系を、今後「車番座標系」とよぶ。今までの解析はこ
の車番座標系を基準にしてきたので、「速度 � で動く座標系」といったときの速度
は、車番座標系に対する速度である。本節の冒頭で述べたように、

�����
節では、境

界に対して静止した座標系から系を見たときを問題としていた。そこで、図
�����
の

横軸 � 、すなわち車の位置を空間の変数とする座標系を、今後「位置座標系」とよ
ぶことにすると、車番座標系に対する位置座標系の速度 � を知る必要がある。一
様解の近傍では、車番座標系ではかった速度 � と位置座標系ではかった速度 � � の
間に � � ��� � � � 
 � � � � の関係がある � ので、車番座標系から見た位置座標系の速度は� ' (�* 	., - 式の形から、��
 ' �
��� - の虚部には �

の ,�� の不定性は現れない。また、実部には � � � の
項から ,�� の不定性が現れるが、��
 ' ����� - が物理的に意味を持つのは ������� ����� ��
	' ����� -��
� �
��� " �"!$#&%�$�'�(� ����� ��
 ' �
��� -�� � �
��� ')" � � � -�!$# の形で現れるときのみなので、�
� の項が打ち消し合い、結局
この不定性は系の振舞いに影響しない。)
ここで、* の係数に + , がかかっているのは、車番座標系での単位長さ（ - 台）は、位置座標系

でみれば車間距離となり、一様解の近傍では + , となるためである。
� 
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図
��� 
 � 線形解析によって求めた、位置座標系において一様解が移流不安定なパ

ラメータ領域。実線は

�
� � * ����� �

から得られた絶対不安定と移流不安定の境界������� � �� � である。白丸は数値実験の結果から見積もった境界であるが、実線とよ
く一致している。破線は線形中立安定線 ��� � 
 � � � � � を表す。
� � � 
 � �� � � � � となる。この � を * � の計算に用いて、� ����� � � 式で判定すれば、位置
座標系から見たときの一様解の不安定性が移流的かどうかがわかる。そのように

して得られた移流不安定なパラメータ領域を図
�����
に示す。数値実験結果とよく一

致していることがわかる。

なお、車番座標系から見れば、一様解の不安定性は常に移流的であることを注

意しておく。これは、各車の運動が直前の車の運動の影響しか受けない（
� ��� � � 式）

ことから、ほとんど自明である。

� ���
振動解

系を充分大きくとり、出入口にはまだ摂動の影響が及んでいない時刻での、系

の振舞いを考える。車の密度の時空間図（図
�����
）や、車間距離のスナップショッ

ト（図
���� � 
 � ）をみると、ある程度時間が経った後には、車間距離の空間分布に、

下流側から順に次のような構造ができていることがわかった。
� 	�� 摂動の影響が及

んでいない一様解領域。
� 	�	�� 一様解からのずれが振動しながら成長している領域。� 	�	�	�� ほぼ一定の振動が続く振動領域。 � 	 � � 振動が崩れる領域。 �

� � 振幅の大きい、
渋滞と自由走行が交互に繰り返される領域。

� 	�	�	�� の領域は、�����
節でも言及したよ

うに、車間距離
� � （速度 � � ）が一様解の車間距離 � � （速度 
 � � � � ）のまわりで周期

的に振動している。これを「振動解」とよび、本節でその性質を調べる。

�  



���������
振動解の性質
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図
���� ��

車番 � 対車間距離� � の、時刻 � � � $"$ でのス
ナップショット（破線で結ば

れた白丸）。 � � �
、� � � �

、� � � 	 � 、� � ���!�"�"�
である。� 
�� 振動解領域が � �" "� 


� 
 � �"�"� であり、その後方
の � 
!
 � 
 � 
 � � �"� あた
りに渋滞 � 自由走行領域があ
る。

� � � � 
 � の振動解領域付
近の拡大図。

� ��� 白丸が � 
 � 、� � � と同様のスナップショッ
トで、実線が

� ��� ��� � 式を ����
、
�� � �

、� ���
	 � � 	  ���� で
解いて得られた振動解。よく

一致していることがわかる。

振動解は一定の位相速度で後方に伝播するので、車番空間を振動が後方に伝わ

る位相速度 � を用いて、車間距離が� � � � � � �� � � � � ��� � � � ��� � � �
と表されるものと仮定する。すると 	 ��� ��� � として、微分方程式

� � � � � � 	 � ��� ��
 � �� � � � 	 � � � ��� 
 � �� � � � 	 � � ��� � � � 	 � � � ��� ��� �
が得られる。この式は、� が与えられれば、任意の初期条件について 	 の負の方向
に数値的に解くことが可能である。そこで、	 � �

で
� � 	 � � �

、
� � � � � ��� � � � を

初期条件として数値的に解くと、� の値がある有限の幅にあるときに振動解が得
られた 
 。この振動解が得られる位相速度の範囲は、例えば � � �

、
�� � �

の場合、
�
この方法で得られた振動解は � 、�, 、� を与えれば一意に決まる。但し、一般に �, は振動解領域

� �



0

1

2

3

4

0 10 20 30 40 50

(a)

z

b

0

1

2

3

4

0 10 20 30 40 50

(b)

b

z

0

1

2

3

4

0 10 20 30 40 50
z

b

(c)

0

1

2

3

4

0 10 20 30 40 50

(d)

b

z

図
��� � � 振動解の様々な波形。すべて � � �

であり、
� 
 � と � � � が �� � �

、
� � � と� � � が �� � � 	�� である。なお、以下の � は車番座標系での波長である。

� 
 ����� 
�	 � 、
� � � 	�
 $!� 。� � ����� ��	 � 、� � � 	�
"
"� 。� � ����� 
 	 � 、� � � 	�
 � � 。� � ����� ��	 � 、� � � 	�
 $ � 。

��� � � 	�
"
  � � 	  "� ��� であった。また、 � ��� ��� � 式に計算機実験で求めた位相速度 � ���
	
を代入して解くと周期的な解が得られ、波長と振幅も実際の振動解に良く合った

（図
���� � ��� の実線）� 。� ��� ��� � 式で振動解が存在する � の範囲内で � を変化させると、得られる解の波長、

振幅、波形も連続的に変化する。 � が大きいと、振幅は小さく、波長は短くなり、
波形は正弦波に近くなる。逆に � が小さいと、振幅は大きく、波長は長くなる。こ
のときの波形は、

�� � � � 
 � � � �� � � � � のときはキンク � 反キンク解が周期的につな
がった波形に近くなり、

�� �� � � 
 � � � �� � �� � � のときは平坦な部分に周期的に尖った
部分が現れるようになる（図

��� � ）。また、 �� � � � 
 の波形は、� と � を同じ値に
して

�� � � � 
 で計算した波形を上下反転したものになる。

の平均車間距離ではない（つまり � '���- の平均は ! ではない。）。これは最適速度 	 ' ,�- 関数の形に
よるものであり、 �, 	 , （ �,�
 , ）だと平均車間距離は �, より大きく（小さく）なる。 �, #%, のとき
は、	 ' , - が , # , で対称になっている（ 	 ' , 

��- �
	 ' , - #�	 ' ,.- �
	 ' , ����- ）ため、 �, と平均車間
距離は一致する。� � #�� 、+ , # +� として数値実験を行なって得られた振動解の位相速度を ��� とすると、その振動
解と、� #�� 、 �, # +� 、� # ��� として ' (�* ( - - 式から得られる振動解が一致するのは、 +� # , のとき
だけである。これは、先に脚注で述べたように、	 ' , - が , # , で対称な形をしているためである。+� 
 , の場合に、数値実験と一致する振動解が ')(+* ( - - 式で � #�� 、�, # � 、� # ��� として得られた
ときは、

�
と +� の間には常に +� 
 � 
%, の関係がある。ただし、� の値は実際に数値実験の振

動解と合わせてみなければ求められない。 +� 	 , の場合は、不等号が逆になる。
� $



���������
振動解の安定性

周期解の線形安定性は、フロッケ指数（付録 � ）から知ることができる。車間
距離の振動解（

� ��� � � � 式、 � ��� ��� � 式）からのずれ �� � が小さいとして � ����� � 式を線形
化すると、��� � � �� � � ��� ��� ���� � � � ��
 � � �� � � � � � � ��� � � � �� ������� 
 � � �� � � � � � � � � � �� � ���� � � � ��� � � �
が得られる。車番座標系に対して静止した、車 
 台で構成される系を考えるとき、	 � � ���� � 	 � �  � �� � ��� � � � � � � �	
 � ��� �"� �
で表される成分を持つ

� 
 次元のベクトル � � � � を定義し、境界条件を決定すれば、� � � � � 式の形の周期係数の線形微分方程式系が得られ、フロッケ指数を求めること
ができる。フロッケ指数の実部が正のとき、解は線形不安定である。

そこで、先頭の車（車番 
 ）の車間距離が従う方程式を���  ��� ��
	� � �� � � � � � � � � � �� ��� 
	� � �� � � � � � � � � � ��  ����� � � ��� � 
��
とした場合（周期境界条件）と、���� ��� � � 
	� � �� � � � 
 � � � � � ��  ����  � � ��� �  �
とした場合（固定端境界条件、系の「先頭の前」の車間距離（ 
 � �

台目と 
 � �
台目の車間距離）は完全に振動解に従う）の二つの境界条件についてフロッケ指

数を求めた。ただし、周期境界条件は、車番座標系ではかった波長 � が � ����

（ � は整数）を満たす振動解にしか適用することはできない。
その結果、周期境界条件では振動解は不安定であるが、固定端境界条件では安

定であるということがわかった（図
����$
）。これは、振動解が車番座標系において

移流不安定であることを示している � � � �。つまり、先頭が振動解であればその後ろ
に振動解が続くが、微小なずれがある場合、後ろに伝わるにつれて増幅され、十

分後方では振動解が崩れることになる。

また、
�� � � � 
 � � � �� � � � � の振動解は、� が小さく、キンク � 反キンク解に近い形

の解ほど不安定性が弱くなる傾向がある。これは、小松らの、弱非線形解析で得

られた �

 � � 方程式の解への摂動項の影響についての解析 � � � � �"$��（ ��� �

節）を支

持する結果と思われる。
�� �� �

の振動解に関しては、今のところはっきりとした傾

向は見出せない（表
��� �
）。

���������
数値実験で現れる振動解の周期

前節までの結果で、様々な周期の移流不安定な振動解が存在することがわかっ

た。本節では、一様解に局所的な摂動を与えたときに自発的に現れる振動解の周

期がどのように決定されているかについて考察する。

� �
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図
����$�� � � �

、
�� � �

、� � 
�	 � の振動解のフロッケ指数の実部 
 � ��� � �（縦軸）。 

は系全体の車の台数である。横軸 � は指数の番号で、
 � ��� � � が小さい順につけて
ある。

� 
�� 周期境界条件 � ��� � 
�� を課したもの。正の 
 � ��� � � が存在し、線形不安定
である。

� � � 固定端境界条件 � ��� �  � を課したもの。全ての 
 � ��� � � が負であり、線
形安定である。
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表
����� � � � �

、
 � ��� 
 での、周期境界条件におけるフロッケ指数の実部の最大
値 
 � ��� �	����� 。 �� � �

の振動解は、波長が長い解ほど 
 � ��� �	����� が小さい。
図

���� 
の一様解領域と振動解領域の境界（ ��
 � �"�"� ）をみると、そこで微小な

振動がおこっており、この振動が後方に伝わるに従って増幅されて振動解となって

いる。この境界の速度 � � で動く座標系からみると、この微小振動は拡大も減衰も
しない。

�����
節の議論からすれば、� � � � で動く座標系からみると、

�
� � * � � � �

であることになる。また逆に、条件

�
� � * ��� � �

から � � を求めることができる。さ
らにこのとき、� � で動く系から見た微小振動の振動数と波数はそれぞれ 
 � � * ��� 、
 � �., � � で与えられる ��
 ���。従って、一様解と振動解の境界に現れる微小振動の、車
番座標系から見た位相速度 � � は、

� � � � 
 � � * � �
 � �-, � � � � � � ��� � ���

で与えられる。ただしここで、
� ��� � � � 式の振動解の位相速度 � と符合を一致させる

ため、振動が後方に伝わる速度を正とした。さらに、
� ����� � 式の形から各車の運動

は前の車の運動に追従する傾向があるので、振動解の時間周期は、直前の微小振

�!�



動の時間周期と一致すると考えるのが自然である。このとき、車番座標系での振

動解の波長 � は
��� � � � � � �

�"2
� 
 � � * � � � � ��� � $ �

で与えられる。� ��� � ��� 式、 � �����"$ � 式から得られる値 � � 、� が数値実験の結果 � � 	 、� 	 と一致する
ことを確かめたのが表

�����
である。また、一様解に対し、車番座標系に固定した微

小振動を加えたとき、上流側にその時間周期を持つ振動解が励起されることを、数

値実験によって確かめることができた（付録 � ）。これらのことから、数値実験に
おいて自発的に現れる振動解の周期は、不安定化するモードのうち、最も下流に

残るものの時間周期によって決定されていると結論する。

� �� � � 	 � � � � 	�"��� ����� ����� 
 �����! ���� � � ���� ! ��!���"�!� ����� 
 � �"� 
 ���" ��� � $!� ��� � � ��"� 
 �����  ������  ���� 
 ����$"� � ����$ ���
� 
 � � � � ��� � 	�
 �"��$  ����!�  ���� $ ��� �!�"� ����$!�!�
� 
 � � � � ��� � 	 � ����� �����"� �����!� ���� � � ���� !�"�
� 
 � � � � ��� � 	�
 �����  ����!�  ���� $ ��� �!�"� ����$!�" 

表
����� � � と � � の数値実験との比較。添字のないものは � ����� � � 式、 � �����"$ � 式より求

めた値であり（ただし
� ��� � $ � 式の振動解の位相速度 � は数値実験から求めた値を

用いた）、添字 	 がついたものは数値実験で求めた値である。

� ��� ���
モデルの解の空間構造

今までの解析で、一様解領域の後方に振動解領域が形成されることが明らかに

なった。
�����
節で述べたように、振動解領域の後ろには、振動解よりずっと速度や

車間距離の変化の幅が大きい、渋滞と自由走行が交互に続く領域が存在する（図����� � � � 、図 ���� � 
 � ）。この領域は、振動解が車番座標系で移流不安定であるため、振
動解からの微小なずれが後ろの車に伝わるにつれて増幅されるために形成される。

また、この領域では数値誤差のような非常に小さい雑音も増幅されて伝わってく

るため、その振舞いは誤差に非常に敏感である ��
 � � 
 �����
。従って、数値実験でみ

られる渋滞� 自由走行領域は、振動解のような完全な周期性は持っていない。

�
移流不安定な系でのずれの拡大率を定量的に評価するには、速度 * で動く慣性系からみたリア

プノフ指数である流れつきリアプノフ指数（ �	��
 ���
������������� �������
� �$�'����� �	��� ） � � 	�� ����# や、単位距
離あたりのずれの拡大率をみる空間リアプノフ指数（ ! ����� �"��#$���%� �������
� �$�'����� �	��� ）� ��&�� ��' # を求め
る必要がある。

���
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図 ���������
	�� 、
 ��	�� 、��	������ 、� 	������ の数値実験において、車
番 ��	 � �"!#� の車の車間距離 �%$
の時系列をプロットしたもの。&('*)
系の端にまだ一様解の領域が残っ

ているため、系に車が入ってきた

時（ +-,.����� ）からしばらくの間
は �%$�	 
� であるが、+/,0!#��� 程度
で摂動の影響が及んでいる領域に

達する。 �1�����324+526�7����� が渋滞 8 自
由走行領域であり、�7������29+526�1:����
が渋滞 8 自由走行と振動解の間の遷
移領域、�7:�����29+526�1����� が振動解領
域で、最も下流側にも一様解が残

っている。 &<;=) から &<>1) は &('*) の拡
大図であり、下流から順に並べて

ある。 &<;=) 一様解に振動が起こり、
その時間振動の振動解が誘起され

る。&@?A) 振動解領域。上流に伝わる
に伝わって崩れていく。&<B=) ずれが
増幅されて、振動解が崩れた領域。

&@>A) 渋滞 8 自由走行領域。完全に周
期的ではないことがわかる。

図 ����� は、��	C� 、
 �6	0� 、�D	E����� での数値実験において、ある一台の車の車間
距離の時系列をプロットしたものである。車は上流から順に各領域を通り抜けて

いくので、上流から空間構造を見ていくのとほぼ同じことになるが、離散的なス

ナップショットよりも系の振舞いが周期的かどうかがわかりやすい。図 �����F&@>A) を見
ると、渋滞8 自由走行領域では完全に周期的ではないことがわかる。
ここで述べた解の空間構造は、充分大きな系の一様解に局所的な摂動を与えた

場合にはしばらくの間見られるものである。ただし一様解が移流不安定な場合は、

構造全体が上流側に移動していき、最終的には系から出て行くため、系は再び移

流不安定な一様解に覆われる。また、絶対不安定な場合は構造が全体に広がって

いくため、構造が系の境界に達すると、そこから構造が失われていく。つまり、有

G �
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図
��� ����� � � � 	 � 、�� � �

、

� �  !�"�
で � 車が � � � 
 $"� を

越える度に、その車の速度に幅

� � � 	 �"�"� 
 � � 	 �!�"� 
 � の一様乱数
による雑音を加えたものの、車

間距離のスナップショット。横

軸は車番であるが、その時刻に

系内にある車のうち最も車番が

小さいものを
�
番として番号を

つけている。
� 
 � は � � � �! 、� � �

は
� � $"�!�

である。図
��� � ほど

振動解領域と渋滞 � 自由走行領
域の区別ははっきりしないが、

空間に固定した構造ができてい

ることがわかる。

限系で長時間の数値実験を行なうと、どちらにしろ最終的にはこの構造は失われ

ることになる。

ただ、位置座標系で移流不安定なパラメータを用いて、� � � � を通過する車の速
度を � だけずらすといった位置座標系に固定した摂動を加えた場合は、同様の空間
構造が � � の上流側に形成され、系から出ていくことはない（図 �������

）。このように、

空間に固定した雑音を与え続けることによって空間構造が維持されることは、移流

不安定な系の特徴の一つであり、このような構造は雑音維持構造（ � ��	 � � � � � � � 
�	 � � �� � � � � � ��� � ）とよばれる � � � � 
 � � 
"� � 
 $��。

� ���
空間構造が非線形効果により変化する場合�� が大きいところで数値実験を行なうと、後方に出来上がった車間距離の広い部

分（自由走行領域）が振動解を飲み込み、更には一様解の領域を侵食してしまい、

前の節で述べた構造ができない場合がある（図
����� � � � ）。この節では、この現象が

どのような場合に起こり得るかを議論する。

位置座標系ではかった自由走行領域と振動解領域の境界の速度を ���、振動解領
域と線形不安定な一様解領域の境界の速度を � �� とする。自由走行領域が振動解領
域を飲み込んでしまい、

��� 
 節で述べた空間構造が変化する条件は、��� � � �� と表
される。

�!�



また特に、��� � � � � �� の場合は、次のような理由により振動解領域が失われる
以上の意味を持つ。 � �� 
 �

は振動解領域が後退していくことを意味し、一様解の

線形不安定性が移流的であることに対応している。つまり、線形解析では長時間

経過すれば元の一様解に戻ることが予想される。ところが、この場合に ��� � �
、つ

まり自由走行領域が前進すれば、実際には一様解領域が侵食されていき、最終的

には系全体が自由走行領域に覆われてしまう � 。結局、線形解析によって予想され
る長時間経過後の系の状態と、実際の状態が異なるのである。

� �� は ���������
節で定義した � � を用いて、� �� � � � � � � 
 � � � � より計算できる。そこで、

以下に ��� の値を見積もり、空間構造が変化する ��� � � �� のパラメータ領域と、線
形解析の予想と実際の振舞いが異なる ��� � � � � �� のパラメータ領域を決定する。��� の値は、以下のように見積もることができる。渋滞 � 自由走行領域ができたと
き、自由走行部分の車間距離（速度）はほぼ一定値

�
�（ 
 ��� � � ）をとる。その前に

ある振動解部分は、初期条件の車間距離 ��（速度 
 � �� � ）の一様解の領域に滑らか
につながるので、平均車間距離（速度）はほぼ ��（ 
 � � � � ）であるとみなせるであろ
う。自由走行部分から出ていく車の台数は振動解部分に入っていく車の台数に等

しいので、 �
�
 ��� � ��� ��� � ��
 � � � ��� ���

� ��� � � �
が成り立つ。

� ��� � � � 式を変形すれば

��� � � � � 
 ��� ����� � � 
 � � � ��
� � � � � ��� 
 � �

となる。
�
� の値は数値的に求めるしかないが、

�����
節で述べたように、周期境界条

件では、自由走行領域の車間距離
���
は初期条件で与えた車間距離 �� には依らず、

緩和率 � の値で決っている（図 ��� 
 ）� � � � � � � � �"$��。数値実験で得られる �
� の値は周

期境界条件で収束する値
���
に近いので、

�
� � ���

として
� ��� 
 � � 式を用いれば、� 、� �

の関数として ��� を評価することができる。
なお、条件 ��� � �

は、
� ��� 
 � � 式より


 � � � ��� � 
 ����� ���� � ��� 
 � �

と書き換えることができる。図
��� 
 と図 ��� �"�

を見ると、
� ��� 
 � � 式が成りたち、線形

解析による予想と実際の振舞いが異なる可能性があるのは � � が比較的大きい場合
であることがわかる。

解の空間構造が変化する ��� � � �� のパラメータ領域と、 � ��� 
 � � 式により与えられ
る ��� � �

のパラメータ領域を求めたものが図
��� ���
である。白丸が ��� � � �� の、黒

い四角が ��� � �
のパラメータであり、破線が線形中立安定線、実線は移流不安定

�
この状況は、非線形な効果で維持される構造が一様な構造を侵食するかどうかという問題で議

論された「非線形絶対不安定性（
� ����#�� � � ��� ����! ��#�� ��� ����! � ������#�� � � ）」� ���	� & -�# と関係すると思われる。

� �



と絶対不安定の境界（ � �� � �
）である。図中の

� 
 � 、� � � 、� ��� の領域は、��� � � �� で
あり、

��� 
 節で述べた空間構造が変化を受け、振動解領域は失われて線形不安定な
一様解の直後に自由走行領域が形成される。ただし

� 
 � では変化を受けた構造自体
が上流から出ていき、線形不安定な一様解に戻るのに対し、

� � � 、� � � では線形不安
定な一様解が完全に失われる。特に

� � � は、線形には移流不安定であるのに一様解
が失われる領域である。

� � � 、� ��� は ��� 
 節で述べた空間構造が維持される領域であ
る。

� � � では一様解が移流不安定であり、構造全体が上流に移動していくため最終
的には一様解に戻るが、

� ��� では絶対不安定であり、構造が系全体に広がって一様
解領域が失われる。なお、

� � � は、雑音を加え続けると ��� 
 節で述べたような雑音
維持構造が形成される領域でもある。
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 と合わせて見ると、 � ��� 
 � � 式を満たす可能

性があるのは � � が比較的大きい場合であることがわかる。
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解の空間構造により分類した状態図。縦軸 � 、横軸 � � 、破線が線形中立安
定線、実線が移流不安定と絶対不安定の境界（ � �� � �

）であり、白丸、黒い四角

がそれぞれ ��� � � �� 、����� �
のパラメータを表す。それぞれの領域での振舞いは以

下の通りである。
� 
 �：� � ��� � � �� の領域。振動解領域は自由走行領域に侵食され

るため、空間構造が変化する。しかし、構造全体が上流に移動していくため、最

終的には線形不安定な一様解に戻る。
� � � ： ��� � � � � �� の領域。やはり振動解領

域は自由走行領域に侵食され、空間構造が変化する。一様解の線形不安定性は移

流的であるが、自由走行領域は前進するため、一様解領域は失われ、系全体が自

由走行領域に覆われてしまう。
� � �： ��� � � �� � �

の領域。振動解領域は自由走行領

域に侵食され、空間構造が変化する。最終的には
� � � と同じように一様解が失われ

る。
� � � ： � � � �� � ��� の領域。 ��� 
 節で議論した空間構造が維持される。ただし一

様解の不安定性は移流的であるので、充分長い時間が経つと系は再び線形不安定

な一様解に覆われる。
� ��� ： � �� � �

、� �� � ��� の領域。やはり空間構造は維持され
る。一様解の不安定性は絶対的であり、長時間経つと線形不安定な一様解領域は

失われる。
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第
�
章 まとめと議論

�����
本論文のまとめ

本論文では、交通流及び粉体パイプ流の密度波形成について研究を行なった。

第
�
章で述べたように、これらの現象の解析を目的として提案されたモデルは

数多くあるが、本論文では交通流のモデルとして提案された ��� モデルを取り扱っ
た。これは、��� モデルが簡単な構造をしているため理解しやすく、また多少の
変更により粉体パイプ流のモデルとして用いることができると考えられたからで

あった。

� � モデルについては周期境界条件下での解析が詳しくなされており、その数理
構造がある程度わかっている（第

�
章）が、現実の系は上流と下流が区別されて

おり、周期境界条件は必ずしも適切な境界条件とはいえない。そこで第
�
章では、

上流と下流が区別される境界条件の下での � � モデルの振舞いを解析した。まず��� �
節で、局所的な摂動に対する線形応答を計算し、線形不安定な一様解に摂動を

与えると、後ろの車に伝わるに従って応答が拡大することを確かめた。次に
�����
節

で、上流と下流が区別される境界条件の下で一様解に局所的な摂動を加えるとい

う数値実験を行ない、線形不安定領域内で、パラメータによって異なる振舞いが

みられることを示した。
�����
節では、一様解の線形不安定性が移流不安定と絶対不

安定に分けられることを示し、この二つを分けるパラメータの境界を、線形解析

を用いて求めた。さらに、車間距離や速度が周期的に振動する領域があることを

見出し、
��� �
節で詳しく解析した。その結果、モデル方程式が様々な周期の振動解

を持つことがわかった（
������� �

節）。この振動解が車番座標系で移流不安定であるこ

とを示し（
���������

節）、一様解に局所的な摂動を加えたときに現れる振動解の時間

周期が、最も下流に残るモードの時間周期によって選択されていることを確かめ

た（
���������

節）。
��� 
 節では、振動解の移流不安定性のために後方に渋滞 � 自由走行領

域が形成され、結果的に、下流側から順に、一様解 � 振動解 � 渋滞 � 自由走行と
いう空間構造が形成されることを示した。この構造は、系が充分大きければ必ず

みられるものであり、また移流不安定なパラメータを用いて位置座標系に固定し

た摂動を加えた場合は、同様の構造が、空間に固定された構造として現れる。最

後に
���� 
節で、

��� 
 節で述べた構造が、密度の低い自由走行領域が振動解領域や一
様解領域を侵食することによって変化する場合について考察し、そのような変化

が起きるパラメータ領域を決定した。

� �



��� �
議論

本研究では、一様解や振動解の車番座標系における不安定性が移流的であるこ

とによって、空間構造が形成されることが明らかになった。
�����
節で言及したよう

に、追従型の交通流モデルが移流不安定性を持つことは、モデル方程式が「一方向

結合系」� 
"� � （直前の車の振舞いしか自分自身の振舞いに影響しない）であること
からほとんど自明であり（車番座標系での不安定性は移流的でしかあり得ない）、

すでにダイスラー（ 
 ����� ����	 � � ����� ）によって指摘されていた � � � �。他の追従モデル
でも周期解が存在することが知られている � �!$ � � ���  ��� ことを考えると、追従モデ
ルでは � � モデルと同様の空間構造がみられることが期待される。また、流体力
学的モデルでも移流不安定な一様解が存在し、オンランプを導入すると、その上

流側に移流不安定な一様解が現れる場合があることが指摘されている �  "� �  !� �。さ
らに、これらのモデルには振動的な振舞いがみられることも知られている �  "� �  
 �。
これらのことから、移流不安定性による空間構造の形成は、モデルの詳細によら

ない普遍的な性質であることが期待される。

さらに、交通流で実際に観測されている、自由走行 � （オンランプ）� 同期流
��
���� （下流側から上流側へみたとき）という空間構造（ ��� �

節、� � � ）は、本研究
で明らかにされた一様解 � 振動解 � 渋滞 � 自由走行という構造と類似している。
この構造の形成に、移流不安定性が何らかの役割を果たしている可能性があると

思われる。

また、移流項のある複素ギンツブルグ � ランダウ方程式のパターン形成に関する
研究と、本研究との比較は興味深い。複素ギンツブルグ � ランダウ方程式では、自
明解に微小な雑音を与え続けると、自明解 � 移流不安定な周期的解 � カオス的
解という雑音維持構造ができることが知られており � � ��� 
 ��� 、特に自明解 � 周期解
のパターンは � � モデルで見られるものとよく似ている。複素ギンツブルグ � ラン
ダウ方程式と � � モデル、または他の交通流モデルの、数理構造上の類似点と相
違点は何なのかという点も、興味ある問題である。

移流不安定性の存在は、流れのある系一般に見られる性質であり、交通流のみな

らず粉体パイプ流についても何らかの役割を果たしていることが期待される。粉

体パイプ流で密度波がはっきりと見られるのは流入口からある程度離れたところ

であり、流入口で加わる摂動の影響が下流のみに伝わっているのではないかと思

われる。従って、
�����
節で述べた最適速度関数を、摂動の影響がすべて下流に行く

ように設定（ 
 � � � を充分大きくすればよい）すると、粉体パイプ流の密度波形成
の性質をある程度記述するものになるのではないかと期待される。

�����
節で述べた

ように、 
 � � � の値の違いは周期境界条件を課した場合は問題にならないが、上流
と下流が区別された境界条件の下で空間に固定した摂動を与えた場合に見られる

構造には、大きな違いを生むものと思われる。

また、参考文献 � ����� で提案された粉体パイプ流のモデルと ��� モデルの違いの
一つに、前者は後方の粉体粒子の影響も受けるという点がある。後方からの影響

�!$



を採り入れた場合、粒子の番号の座標系での移流不安定性は自明ではなくなるが、

位置座標系で一様解が移流不安定なパラメータ領域は存在するであろう。そのと

きに位置座標系に固定した摂動を加えた場合にできる構造が、��� モデルでみられ
る構造と定性的にどのような違いがあるのかを調べることも、今後の課題の一つ

である。

最後になったが、本研究では、交通流や粉体パイプ流の重要な特徴の一つであ

る、いわゆる
��� �
揺らぎ（第

�
章、第

�
章）についての議論はなされていない。パ

ワースペクトルが冪的な振舞いを示す現象論的なモデルはいくつか提案されてお

り � �!� �  " �� 、その中には � � モデルの拡張とみなせるものもある � ��� � � � � � ��� が、そ
の意味の理解はまだ充分とはいえない。この問題について検討することも今後の

大きな課題である。
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付 録
�

弱非線形解析

ここでは、小松ら � � � � �"$�� の手法に従い、線形中立安定線近傍で ��� モデルから
 � � 方程式または �

 � � 方程式が導かれることを示す。� ��� � � 式は、 � �����	� ��� � �	� 、� ��� ��	� ��� ����	� を用いて

�� � � � � � � � � ��� � � � � 
 ��� ����� ��� 
 ��� � ���/� ��� � � ��� �
と書ける。弱線形（不）安定領域で ��� ��� は � � ��� の変化を通じて変化する、つまり� � � � � � �� ��� � � � ����� � � � � � � � � � � � � ��� �
と仮定して � � モデルの弱非線形解析を行なう。
パラメータの線形中立線からのずれを、微小量 � を用いて

��� � 
 � � � � � � � = � � � � � � � �
とすると、

� ��� � ��� 式の , � の項の係数が � � � � � になる。 �	(:*�� の実部が釣り合うた
めには

, � と , �
の項が釣り合う必要があるので、

,�� � 、つまり � � � � � であるこ
とがわかる。また、

� ����� ��� 式の ,
の１次の項は � � � � 
 � � � � � � というガリレイ変

換により消去できるので、* の最低次の項は ,
	 � � � � 	 � 、つまり � � � � 	 となる。
そこで、 	 �
� � � � 
 � � � � � � � � 
 �
� 	 � � � � 
��
として「遅い変数」	 、 
 を導入し、� � � � � ���� ����� � � 	 ��
 � � � �� �
とする。� � ��� � 式より� � � � � � �� � � � � � 	 ��
 � � � � � � 	 ��� ��
 ��� � � � � 	 � � ��
 � � � � � �� �� � � ��� � � � ��� � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � ��� ��� � ��� � � � � � � � � � � � � 	 � � � ��� � � 	 � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � � � � � �

�!� � � � � � � � � � � � ��� � � � � � � ��� � � � � � � � 	 � � � � � � � � � � � �	� � � � � 	 � � � � � � � � � � � � 
 � � � � � �	� � � �
�!� 	 � � 	 � � 	 � � 	 � ��� � 	 � � ��� � � � 	 � � � � � 	 	 � � � � � � 	 � � � � � � �	� � � �
�!� � � � � � � � � � � � ��� � � � � 	 � � � � � � � � � � �

���



と書くことが出来る。 ここでダッシュは 	 についての偏微分を表す。 � � ��� � 式、� � �� � より
 � � � � �
 � � � ��� � 
 �
 � � � ��� � � 
 � �
 � � � ��� � � � 
 � � �
 � � � ��� � � � � 
 � � � �
 � �
� ��� � � � � � 
 � � � � �
 � � � � � � � ��$ �

であるから、
� � � ��� 式と � � � � � 式を用いて

�� � � � ��� � �� � � �
����� ��� � � � � � � � � � � �
����� � � � � � � � � � 	 � � �� � � � � �
��� � � 	 � � � � � � � � � � � � � � � 	 � � � � �
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� 	 � � � � � �
���
� ��� � � � � � � � � � �
���
� � ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� � � � � � � � � � � � � 	 � � � � 	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	 � � �	� � � � � � � � ��� � � �
���
� � � 	 � � � � � � � � � � � � � 	 � � � � � � � � � � 	 � � � � � � � � �  � � � � � � � � ��� � �
� � � � � � � � 
 � � � � � � � �	� � � � � � � 	 � � � � 	 � � � � � � � � � �
��� 	 ��� � � � � � 	 � � � � �� � � � 	
��� 	 � ��� � � � � � � 	 � � 
 � � � � � � �  � � � � 	 � � � ��� �
��� 	 � � � � � � � � � � 	 	 �  � � � � � � � � � �� � � � � � � � 	 � �  � � 	 � 	 � � � � � � � � 	 � � � � �
� � � � � � � 	 � � 
 � � � � � 	 �  � � 	 � 	 � � � � � � � 	 � � � �� � ��� � � � � �
��� � ����
 � � � � � � � 
 � � � � 	 � � � �
��� � � ��� � 
 � � � � � � �  � � � � 	 � � � � � � � 	 � � $ � � � � � � � � 	 � � � � � � � � � � �

と表すことが出来る。 また、
� � �� � 式より


 ��� ����� ��� 
 ��� � � � 
 � � � � � ��� � 	 ��� ��
 � � � 
 � � � � � ��� � 	 � 
 � �
� � � 
	� � � � � � �

� �
��� � � � �
 � 	 � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � �
�

�
� � � � 
 � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � �	� � 	 6 �� � � � � � ��� � � � � 7 � � � � �

�
�
 � 	 � 
	� � � � � � � ��� � � �@� 6 � � � ��� � � � � � � � � 7 � � � � �

�
�
� � � � � 
 � � � ��� � � � 	 � � � � � ��� � � � � � � � ��� �

となる。ここで、 
 � � 
 � � � � ��� 
 � � � 
 � � � �� � �!� � � などとした。 � � � ��� 式、 � � � � � 式、� � ����� � 式を � � ��� � 式に代入し、 � の次数が同じ項を比較すれば � � � � � を求めること
が出来る。

� �



最も低い次数は � � の項であり、 次の式が得られる �

� �� � � � � � � � ��� � � � � � � � � � 	 � � � �"� �
しかし � � � � � � � の解から得られる縮約方程式は

� � 	 ��� � � 
	� � � ��� � � � � � � � ��� �
であり、これは速い減衰モードに対応している。そこで、以降では � � � � �

の解

を採用する。すると � の次数毎に以下のような式が得られ、 � � � � � が決定される。
次数 得られる式 � � �� � � � ��� � 
 � � � � � � � � � � � � � � 
 �� � � � �� � � � � ��� ������ � � � � � � 	 � � � � � � 	 � ���� � � ��� � 
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� �
��� � � � �� � � ��� � � � � ��� � � � � � � �

� � � � � ��� � � � � � �
 � 	 � � � � � � � 	 � � � � � � � �

 
 � � � �

ここで、
� � � � � 式を用いた。

これらの � � � � � を � � � � � 式に代入すると、次の式が得られる。
� � � � 	 ��� � � 
	� � � � �

� � � ��� 
)��� � � � � � �)A = 
 �� �@� B � � � ��� � � 	 � 
	� � � � � � � � � � �$ 
	� � � � � � � � � �
���
� � ��� 
	� ��� � � � �@� � � � �� 
)� � � � � � � � � � � �	� �@� � � 	 � 
	� � 6 � ��� � � � �

� � � � � � 7 � � � �
��� 	 � ��� �� 
 � � � � � � � � � 	 � � � A �� 
 � � � � 
 � � �
 � B

6 � � � � � �
� � � � � � 7 � � � �

��� � � ��� � 
 � � � � � 	 � � � � � � � � � ��� �
�"�



左辺の第
�
項と右辺の第

�
項は打ち消しあうことがわかる。� 	�� 
 � � �� �

のとき、 分散項 � � � 	 �
 
 � � � � � と右辺の最低次の非線形項 � � � ��� 
 � � � � � が
釣り合うようにすると、 � � � � � � � �

より ��� �
が得られる。このとき、縮約

方程式は ��� � � �
 
	� � 	� � � 
	� ��� � � �
��� � = 
 �� � �� � � �

$ 
)� � �� � � �
� 
	� � � � � � � � � ��� � � � � � �

となる。これは、

 � � 方程式に摂動項が加わったものである。� 	�	�� 
 � � � �

のとき、右辺の最低次の非線形項は � 	 � ��� �� 
 � � � � � � � となるので、この
項が分散項と釣り合うようにすると、 � � � � � � � �

より � � �
が得られる。こ

のとき、縮約方程式は��� � � �
 
	� � 	� � � �

� 
	� � � � � � � �
�!� � = 
 �� � �� � � �

$ 
)� � �� � � �
��� 
	� � � � �� � 	 � �

� � 
	� � � � � � � � � � � � � 
��

となる。これは、�

 � � 方程式に摂動項が加わったものである。

�!�



付 録
�

フロッケ指数

非線形な周期解の安定性を定量的に調べるには、線形化した微分方程式からフ

ロッケ指数を求め、その実部をみる方法がある。以下にフロッケ指数の計算方法

を述べる。この方法は参考文献 �  � � に従った。
非線形な微分方程式系 �� ��� � � � � � � � �

が、周期解
� � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � � � � � � ��� �

を持つとする。ここで太字は 
 次元のベクトルを表す。この周期解からのずれ
� � � � � � � � ��� �

について微分方程式を線形化すると、微分方程式系

�� � � � � � � � � � � �
が得られる。ここで � は 
 次元のベクトル、�

は 
 次の正方行列であり、その成
分は � � � � � 
 � � � � ���� � � � � � 
��
で与えられ、

� � � � 
 � � � � � � を満たす。これで、周期解 � � の線形安定性を調べる
問題は、

� � ��� � 式の固定点 � � �
の線形安定性を調べることに帰着された。� � � � � 式の解行列を � � � � とすると、
�� � � � � � � � ��� � � � � � �� �

が成り立つ。ここで、演算子 	 を
	�
 � � � ��
 � � � 
 � � � � ���

と定義すると、

�� 	�� � � � � ��	 �� � � � �
	 � � � � ��� � � � � � � � � � � 	�� � � � � � � ��$ �
が成り立つので、	�� � � � も � � ��� � 式の解行列である。従って、正則な定数行列 � を
用いて

	�� � � � ��� � � ��� � � � � �
� 




と書くことができる。 � を解析的に求めることが出来ない場合も、初期条件を単
位行列として、

� � ��� � 式に従って 
 まで数値的に時間発展させることで � を得るこ
とができる。

ここで、行列 � を
��� � � � 
 � � � � � � ��� �

と定義すると、� も正則行列である。この � を用いて、解行列 � � � � を
� � � � � 
 � � ������� � � � � � � � �"� �

と分解する。これを
� � � ��� 式に代入すると


 � � � 
 ������� � � � � � 
 � � � 
 � � ����� � � � � ����� � � � 
 � � � � ��� �
より 
 � � � 
 � � 
 � � � � � � ��� �
が得られる。つまり 
 � � � は周期的であるので、固定点の安定性は ��� � � � � � が決定
することになる。

ここで、行列 � をジョルダン標準形に移す行列 � を導入すると、

� ��� ���� � � � � � � � �
で定義される �� がジョルダン標準形になる。 � � ���"� � 式より

� � � � � �� � � ��� � � � �� � � � � 
 � � ��� ��� � � �� � � � � � � 
��
が得られ、� が正則な定数行列であることから �� も解行列であることがわかる。
従ってこれ以降は �� について考える。 � の � 番めの固有値 � �

が
3 �
重縮退してい

るとき、
3 �
次の正方行列 � �

を用いて、

�� � �������
� � �� � � � �
� �
	

�������� � � � � �� �

� � � ��������
� � � �� � � � � �

� � � �
� � �

� ������� � � � � ���

と書くことができる。単位行列 
 を用いて、� �
を

� � � � � 
 ��� � � � � ��$ �
�" 



と分解すると、� � �
の冪乗は次数

3 �
で

�
になり、結局解ベクトル �

� � � � は
�
� � � � � ��� � ��� � � ��� � � � � � � � � � �
�
� � � � � � �� � � �	��� �� � � � � � � � � ��� ���� � � � � ���
� 0� � � � � � 0� � � � 
 � � � ���!� �

で与えられる。この固有値
� �
がフロッケ指数である。

� �
の実部が正のとき固定点� � �

が不安定であることがわかる。

フロッケ指数のみを求めるときには行列 � を求める必要はなく、行列 � の固有
値 �

�
より

� � � ����� � � � �
 � � ����� �
を用いて求めることができる。

� �



付 録
�

先頭を一様解の周りで微小
振動させた場合の振舞い

先頭の車を一様解の周りで周期的に微小振動させたときの系の振舞いを線形の

範囲で解析的に調べ � � $�� 、更に数値計算を行なった。ここではその結果を述べる。
一様解に

� � � � � � � � � � 
 � �� � � � � � � � 
 � � � ���&%��-' � � � � � �
� ��� �

という摂動を与えたときの線形応答を考える。一様解からのずれ � �	� � � � について
線形化した運動方程式から �� � * � , � � � � * � , �� � * � , � �

� ��� �
が得られる。ここで、�� � * � , � は � �	� � � � の � �����"� � 式による変換であり、� � * � , � � �
は分散関係をあたえる。

� � * � , � は � � � � � � を � �����!� � 式と同様に変換したもので、
� � * � , � � � �( � * � * � � �

� ��� �

である � 。したがって、
� �	� � � � � ��� � � �� � � � �


 *�"2 � � � � %�'( � * � * � � �� � * � � � �
� ��� �

�� � * � � � � � ��$�

 ,
�"2 � �10 �� � * � , � �

� � 
��

が得られる。これは自動的に
� 
 �

のとき � �	� � � � � �
を満たす。

この系で、
� � � としてから � � � � � の極限をとったとき、 � � �	� � � � � が成長す

るかどうかを考える � 。�����
節と同様に、まず

�
� ��� � 式の * についての積分路を下に

ずらすことを考える。系の不安定性は車番座標系では移流的であるので、� � * � , �
 
この変換を行なうとき、逆変換が ��� '��	-�	 ! の積分路をとって行なわれるので、�����	� が ��

�

の極限で ! になることを用いた。� "�

� の極限をとってから ��

� とすると、必ず � ��� ' � -�
 ! になる。これは、たとえ摂動
の影響が空間を増幅されながら伝わるとしても、無限遠まで摂動の影響が及ぶには無限の時間がか
かるためである。

�"$



は * の上半面に零点を持たない。よって、 �
� � � � 式の被積分関数の、最も上にある

極は、実軸上の * � * � となる。従って、� � � のときの漸近形は� �	� � � � � ���&% � ' �� � * � � � � �
� �� �

である。�
� * � � のとき、, の上半面、下半面にある極をそれぞれ , � � * � 及び , � � * � と

する。* についての積分路を下げていくと , � 、, � は移動していくので、����� 節と同
様
,
の積分路を曲げて極を避けなければならない。� � � � � � ��� の極限をとった

ときは、
�
� � 
�� 式の ,

についての積分路を上（下）にずらせばずらすほど値が小さ

くなるが、極
, � （ , � ）を越えて上（下）にずらすことはできない。結局最も寄与

が大きい極は、

�
��* � � のとき上半面（下半面）にあった極のうちで、� � * � �

としたときに最も下（上）にある極である。そのような極
, � （ , � ）を用いると、� � � � のときの漸近形は� �	� � � � � ����� � ( , � � * � � � �/(:* � � � �

� � ���
� � � � のときの漸近形は� �	� � � � � ����� � ( , � � * � � � �/(:* � � � �

� ��$ �
と書ける。したがって、

, � � * � � が下半面にあれば � � �
で不安定、

, � � * � � が上半
面にあれば � 
 �

で不安定である。つまり、分散関係から得られた
, � , � * � につ

いて、* � * � � ( � として � � は実数 � 、� が �
から � まで変化するとき �

� �., � * � �
の符合が変われば、

�
� ��� � 式で与えられるような摂動は、空間的に増幅される。

さて、ここで具体的な表式を考える。
� �����"� � 式より, � * � � �	( ����� A � * � � ( � * � � 
 � � � � �� 
 � � � � � B �

� � � �

が得られる。� � � を実数とするとき�
� � �)( ����� � � ��( � � � � � �����

6
� � � � � � 7 �

� � ��� �
より、

��	����� �
�
� �., � * � ��( � � � 
 � �

� � �"� �
である。したがって、

�
� �-, � * � � � � �

のとき、系は � 
 �
で不安定である。

�
� �., � * � � � ��

を満たすには、
�
� � � � 式より

� * �� � � 
	� � � � � ��� � � � * � � � � � � 
)� � � � � ��� 
 � �
� � ��� �

である必要がある。式を整理すると、* �� 
 � � � 
	� � �� ��� � � �
� � ��� �

� �



となる。� � � 
 � � � � � 、つまり線形安定のときこの条件を満たす振動数は存在しない。, � * � の表式から、

 � �-, � * � � � � 
�� � � 
�� A � * �* �� � � 
 � � � � � B �

� � � � ��
� �-, � * � � � � � �

� ����� A � * �� � � 
 � � � � � � � � � � * � � �� � 
 � � � � � � � B �
� � � 
��

が得られる。線形の範囲で振動が後方に伝わる位相速度 � � 、成長率 � はそれぞれ

� � � � * �
 � �., � * � � � �
� � �� �

� � �
� �., � �

� � � ���
で与えられ、数値実験の結果と比較することができる。

線形解析の計算を確かめ、さらに後方に摂動の周期 	 � �"2 � * � と同じ周期の振
動解が現れることを確かめるために、先頭の車を

�  � � � � �� 
 � 
 � � � � � � ��� � � � 	 � � * � � � �
� � ��$ �

に従うものとし、初期条件を一様解として充分時間が経った後の先頭から
� �"�
台後

ろまでの車の振舞いを数値実験で調べた。その結果、振幅が小さい領域の位相速

度は
�
� ���� � 式に従うが、振幅が大きい領域では位相速度が変化することがわかっ

た（図 � ��� � 
 � ）。この位相速度が変化する領域が、ほぼ図 � � � � � � の � 
 ���"�
の領

域に対応しており、振動解の領域である。 � � � � � � の実線は、図 � ��� � 
 � の振動解領
域から求めた位相速度 � を用いて � ��� ��� � 式より求めた振動解であるが、数値実験
の結果と良く一致している。表 � ���

に、� � 、� の
�
� ���  � 式、 �

� ��� � � 式による結果
と数値実験による結果、それに振動解領域の時間周期を掲載した。先頭の周期振

動の時間周期と一致する振動解が誘起されていることがわかる。

	 � ���%�� � � � � 	 � � 	 	 	
� ��� ���� ! �� ���� " "� �����"$ 
 � �����"$ 
 �  �� � $$���� ��� � �"� ��� � �"� ��� ��� 
 ��� ��� 
 � � �"�
� ��� ��� � � 
 ��� � �"� ��� � � 
 ��� � �"� $�� �!�

表 � � ��� ��� �
、�� � �

での線形解析結果と数値実験結果の比較。 � � 、� がそれぞれ�
� � �� � 式、�

� � � ��� 式から求めたものであり、添字 	 がついたものが数値実験の結果
である。また、	 	 は振動解の時間周期である。	 とよく一致している。
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、* � ��"2 � � での数値計算結果。� 
 � 波
の山を時間

�
対車番 � でプロッ

トしたもの。傾きが位相速度を

表す。� 

��� 
 辺りで変化して

いることがわかる。
� � � � � �"���"�

での車番 � 対車間距離 � � のス
ナップショット。実線は、

� 
�� 図
から求めた位相速度 � � � 	�
"�!�
を用い、

� ������� � 式で � � �
、�� � �

として計算した振動解で

ある。� 
 ���"�
の部分に振動解

領域が形成されていることがわ

かる。
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